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HAUPTAUFSÄTZE 


Zur Torsion’ | 
von runden Wellen mit veränderlichem Durchmesser. 


(Ein Beitrag zur Theorie der Kerbwirkung.) 


Von RUDOLF SONNTAG in Gera. 


ür die Maschinentechnik ist die Kenntnis der Spannungserhöhungen, die z. B. bei ab- 

gestuften Wellen durch den Einfluß von Querschnittsübergängen mit verhältnismäßig 

kleinem Abrundungshalbmesser hervorgerufen werden, von hoher, in der Praxis je- 
doch oft noch unterschätzter Bedeutung, wie die so häufig zu beobachtenden, z. T. folgen- 
schweren Wellenbrüche dartun, die fast durchweg auf ungenügende Berücksichtigun;z der 
Spannungserhöhung bei der Konstruktion und IHerstellung solcher Wellen zurückzuführen 
sind. Ganz besonders werden durch diesen nachteiligen Einfluß diejenigen Wellen ge- 
fährdet, die im Betriebe rasch wechselnden Drehmomenten ausgesetzt sind (z. B. Torsions- 
schwingungen), da es bei jedem Wechsel nur einer geringfügigen Ueberschreitung der 
Elastizitätsgrenze bedarf, um mit der Zeit den Bruch herbeizuführen. 

Der Wichtigkeit des Gegenstandes entsprechend hat es daher auch nicht an Be- 
mühungen gefehlt?), Lösungen des erwähnten, nicht einfach gelagerten Festigkeitsproblems 
aufzufinden, seitdem A. Föppl’) durch Aufstellung der Differentialgleichung die Grund- 
lagen dafür gelegt hatte. Doch ist auf analytischem Wege noch wenig erreicht worden, 
da die strenge Integration der Differentialgleichung bei vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
erhebliche Schwierigkeiten macht, die nur für zwei praktisch nicht zu realisierende Extrem- 
fälle (Welle mit ringsumlaufender, unendlich kleiner Halbkreisrille‘) und scharf abgesetzte 


) Auszug aus der gleichnamigen, von der Technischen Hochschule München 1926 angenommenen 
Doktor-Arbeit des Verfassers (Berichterstatter: Prof. Dr. phil. L. Föppl, Prof. Dr.-Ing. D, Thoma). 

9) S. den zusammenfassenden Bericht von Th. Pöschl: bisherige Lösungen des Torsionsproblems 
für Drehkörper. Diese Ztschr. Bd. 2 (1922), S. 137 bis 147. 

3) A. Föppl: Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wissensch. 1905, Bd. 35, S 249 ff. und A. u 
l,. Föppl: »Drang und Zwang« Bd. 2, 2. Aufl. S. 102 ff. 

*) L. Föppl: Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wissensch. 1921, Bd. 51, 8. 61. 
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Welle‘) mit plötzlicher @uerschnittsänderung) überwunden worden sind. Numerische 
Näherungslösungen für den Fall endlicher Uebergangshalbmesser liegen nicht vor mit 
Ausnahme einer von A. Föppl‘) vorgenommenen rohen Schätzung, nach der die größte 
Spannung in der Auskehlung einer abgestuften Welle, deren Abrundunrgshalbmesser gleich 
'/ıo des kleineren Zylinderhalbmessers ist, das 2,09-fache der Umfangsspannung des 
diünneren Wellenteils betragen würde. 


Dagegen wurde die Einsicht in die Spannungsverteilung erheblich gefördert durch 
ein von Runge angegebenes graphisches Integrationsverfahren, mit dessen Hilfe F. A. 
Willers in seiner Göttinger Dissertation ') eine große Zahl von praktisch wichtigen 
Wellenformen auf ihre Maximalspannung hin untersuchte, und zwar mit solcher Genauig- 
keit, daß man — Isotropie des Baustofies vorausgesetzt — seine Ergebnisse wohl 
nahezu unmittelbaren Spannungesmessungen an einer wirklichen Welle gleich achten 
darf. Da dieses Verfahren jedoch überaus mühsam und zeitraubend ist und die 
bisher damit gewonnenen Ergebnisse nur in Kurven- oder Tabellenform wiedergegeben 
werden können, wird seine Verwendbarkeit in der technischen Praxis leider erheblich 
beeinträchtigt. 


Die vorliegende Arbeit wurde deshalb mit der Zielsetzung unternommen, dem Kon- 
strukteur zuverlässige Formeln zur Berechnung der Spannungserhöhung an den Ueber- 
gangsstellen der im Maschinenbau vorkommenden koaxialen Wellenformen zur Veriügung 
zu stellen, die zugleich einfach genug sind, um sich Eingang in die Praxis bzw. in die 
technischen Handbücher zu verschajiien. 


Die gegebenen Lösungen sind Näherungen. Zur Prüfung ihrer Genauigkeit standen 
die von Willers gefundenen Werte sowie die Ergebnisse von eigenen l,aboratoriums- 
versuchen zur Verfügung. Da die im folgenden entwickelte Näherungsrechnung die wirklichen 
Verhältnisse mit einer recht befriedigenden Genauigkeit wiedergibt, kann man die Nähe- 
rungslösungen als qualitativ hochwertig ansehen, zumindest für diejenigen Fälle, die allein 
praktische Bedeutung beanspruchen können. 


1. Die elastizitätstheoretischen Grundlagen. Die elastische Formänderung 
bei der Torsion eines Rotationskörpers mit veränderlichem Durchmesser um seine Achse 
besteht, wie A. Föppl') gezeigt hat, in einer Verzerrung innerhalb der Querschnittsebene 
derart, daß Kreise, die vor der Formänderung um den Mittelpunkt des Querschnittes ge- 
zogen werden, zwar auch nachher Kreise um diesen Mittelpunkt bleiben, daß jedoch diese 
verschieden große Kreise, im Gegensatz zur zvlindrischen Welle, verschieden große 
Drehungen um die Rotationsachse erfahren. Diese Formänderung hat zur Folge, daß im 
Querschnitt nur tangentiale, im Längs- oder Meridianschnitt parallel und senkrecht zur 
Rotationsachse gerichtete Schubspannungen auftreten. Normalspannungen treten weder 
im Querschnitt noch in den Meridianschnitten auf. Infolge der Rotationssymmetrie des 
Formänderungs- und daher auch des Spannungszustandes sind alle Meridianschnitte gleich- 
wertig, so daß der Spannungszustand der ganzen Welle bekannt ist, sobald die beiden 
Schubspannungskomponenten in einem Meridianschnitt für jeden Punkt desselben ermittelt 
sind. Wir wählen die Rotationsachse als &-Achse und bezeichnen die senkrechten Ab- 
stände von ihr mit o. Die achsiale Schubspannungskomponente nennen wir 7,, die 
radiale 7. 


Die Gleicbgewichtsbedingung für ein Volumenelement gegen Verschieben in tan- 
eentialer Richtung lautet: 
OTp 2ro 


Drückt man in bekannter Weise die Schubspannungskomponenten durch die in der 
(Juerschnittsebene erfolgende elastische Verschiebung und ihre Diiferentialquotienten 
aus, und eliminiert darauf aus diesen so erhaltenen beiden Gleichungen die Verschiebung v 
wieder, so ergibt sich die Verträglichkeitsgleichung: 


Tz 


o 


_ 
I) F. A. Willers: Dissert. Göttingen, s. auch Ztscehr. für Math, u. Phss. Bd. 55 (1907), S. 228. 
A, Timpe: Math. Ann. Bd. 71 (1911), S. 480. 
*, A. Föppl: VDI-Zeitsehr. 1906, S. 1032. 
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Der späteren Aufsuchung von Näherungslösungen kommt nun der Umstand zu 
statten, daß sich 7, und 7, in den Difierentialquotienten einer einzigen Funktion F (x, o) 


ausdrücken lassen. Setzt man nämlich: 


10F 
(3), 
so wird mit diesen Werten Gl. (1) identisch erfüllt und Gl. (2) geht über in: 


02 F 0? F 20F 


Die Kurven #— konst. in der Meridianschnittebene stellen die Spannungslinien 
dar, d.h. ihre Richtung in irgend einem Punkte fällt mit der Richtung der dort über- 
tragenen Schubspannung zusammen, wie man aus der Diiferentialgleichung dieser Linien: 
OF 


erkennt. Da an dem Umfang der Welle, außer an den M 

Enden, keine äußeren Kräfte angreifen sollen, so stellt 
die Wellenbegrenzung im Längsschnitt selbt eine Span- 2 P} \ 
nungslinie dar, die mit F==konst. bezeichnet werden möge. ui 


| 

Das gesamte von der Welle mit dem Halbmesser a | T- 
übertragene Drehmoment ist: | 


M=2n-F. 
Für die in der vorliegenden Arbeit zu behan- 
delnden Aufgaben erweisen sich Polarkoordinaten r, g an 
Stelle der rechtwinkligen als die gegebenen. Es sollen 
daher die oben herangezogenen allgemeinen Gleiehungen 
in Polarkoordinaten transformier} werden. Die Orientierung Abh. 1. 
des Polarkoordinatensvstems zeigt Abb. 1, die den T:ängs- 
schnitt einer zylindrischen Welle vom Halbmesser «a darstellt. Es wird: 
z=r"sing; P=a—rcosY, 
Damit gehen die Gl. (1) und (2) über in: 
Ir r r 
r a—r'cosp 
Die Spannungskomponenten 7, und 7, drücken sich in den Differentialquotienten 
der Spannungsfunktion F(r,y) wie folgt aus: 
wie man sich durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (la) sofort iberzeugt, die damit eine 
Identität ergibt. 


[RA8392 21] 


A) Das symmetrische Problem. 


2. Die zylindrische Welle mit ringsumlaufender halbkreisförmiger Ein- 
drehung (Rille). (S. Abb. 2, die den oberhalb der Achse gelegenen Teil des L.ängs- 
schnitts darstellt.) Wir gehen aus von der Span- | 


nunpgsfunktion der glatten zylindrischen Welle, die Y 10 
in den hier verwendeten Polarkoordinaten (Abb. 1) | Nyr 
lautet: | 

. . . (8), | 
wobei (€ eine Konstante bedeutet. Auf der Wellen- 5 | Do 
achse, d.h. für r— -" - ist F=0 und auf der Be- | 

grenzung, d.h. für cosy=0 ist F= woraus 
unter Beachtung von Gl. (6) folgt: Abb. 2. 


| 
| 
| 
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M 
Bezeichnet man den ltillenhalbmesser mit 5, so erhält man durch eine Erweiterung 
des Ausdrucks für die Spannungsfunktion der glatten zylindrischen Welle Gl (s), als denkbar 


einfachsten Näherungsansatz für die Spannungsfanrktion der Welle mit Rille: 


worin m und n zwei positive, sonst zunächst beliebige Freiwerte sind, von deren geeig- 
neter Bestimmung die Lösung der Aufgabe abhängt. Für b—=0 sowie für r—» geht 
dieser Ausdruck in Gl. (8) über, wie es sein muß. Die Beiwerte cı und «> ergeben sich 
aus den beiden Grenzbedingungen: 
F=(:afürr=bdb; 2 (10a). 
cosYp 
Die dritte Grenzbedingung, nach der F' auf der Begrenzung außerhalb der Ein- 


drehung gleich Ca‘ werden muß, ist von selbst erfüllt. Die Konstante © folgt auch 
hier laut Gl. (6) zul — Setzt man zur Abkürzung 
2na a 


beiden Grenzbedingungen Gl. (10a): 


=, so folgt aus den 


Setzt man den Klammerausdruck in Gl. (10) der Kürze halber gleich «, so erhält man 


für die Spannungskomponenten: 


Yo an? p\m h\n ra p\m 
- r 


(a—rcosp”L 
Die hauptsächlich interessierende Spannung ist 7.. Sie erreicht ihr Maximum im 
Grunde der Eindrehung: d.h. für r—=b, 9=0. An dieser Stelle, wie überall auf der 
serrenzung, wird w=a, so daß: 
fo — 14). 
(a — 5)? (19) 
Zur Bestimmung der Größen m und n, die bis dahin noch irgendweiche positiven 
Werte annehmen konnten, dient nun zunächst die Bedingung, daß, wie Willers') (an- 
senähert) und L. Föppl?) (streng unter Zuhilfenahme Besselscher Funktionen) gezeigt 


haben, (7.)r- „ bei verschwindend kleinem Rillenradius D gleich dem doppelten Wert der 


Umfangsspannung für die glatte zylindrische Welle vom Halbmesser «a werden muß. Der 


strenge Beweis für diese Spannungsverdopplung, die man als Kerbwirkung bezeichnet, 
soll jedoch hier noch auf eine andere Weise erbracht werden. 
Wir betrachten ein von dem vorliegenden gänzlich ver- 
| schiedenes Torsionsproblem, für das es gelingt, die strenge Lösung 
Ve anzugeben, nähmlich das der zylindrischen Welle, die durch eine 
halbkreisförmige parallel zur Achse ver- 
laufende Keilnute verschwächt ist (Abb. 3). 
Den Halbmesser der Keilnute 5 denken wir 
uns verschwindend klein gegenüber dem 
Wellenhalbmesser a und betrachten weiter- 
hin nur den der Keilnute unmittelbar be- 
nachbarten "Teil des Wellenquerschnittes, der 
Abb. 3. Abb. 4. in Abb. 4 in unendlichfacher Vergrößerung 
wiedergegeben ist. In analoger Weise ver- 
fahren wir mit der Rillenwelle, für welche die Abb. 4 ebenfalls zutrifft, wenn wir sie als 
Teil des Längsschnittes dieser Welle auffassen. Wird der Wellenhalbmesser und das 
Torsionsmoment in beiden Fällen gleich groß angenommen, so stimmen auch die Um- 
Yangsspannungen 79 beider Wellen in genügend großem Abstand von dem Halbkreis mit- 


25] 


I) 8. willers, a.a.0©. S. 251. 
s. Anmerkung 4, 


| 
| 
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einander überein. Nach dem hydrodynamischen Gleiehnis können die Spannungslinien 
angesehen werden als die Stromlinien einer ebenen Flüssigkeitsbewegung, die den (Quer- 
schnitt bzw. den Längsschnitt durchströmt. DBezeichnet man den Geschwindigkeitsvektor 
im @aerschnitt der Keilnutenwelle mit sı denjenigen im Längsschnitt der Rillenwelle 
mit ss und die Schubspannungen analog mit 7, und 7,, so müssen bekanntlich — damit 
die Flüssigkeitsbewegungen quellenfrei bleiben — die folgenden Beziehungen zwischen 
s und 7 bestehen: 

wo p und g beliebige Proportionalitätsfaktoren sind und 2 wie jrüher den Abstand eines 
Punktes im Längssehnitt von der Wellenachse bedeutet. Am Wellenumfang in genügend 
großem Abstand von der Keilnute bzw. der Rille wird mit oe = a: 

Im Punkte A (Abb. 4), wo s und 7 ihre Größtwerte sı', 7ı' bzw. 5, 7,’ annehmen, wird, 
da auch hier (wegen des gegenüber a verschwindend kleinen Wertes von b) vo —a zu 
Aus den Gl. (16) und (17) ersieht man nun sofort, daß mit p— q: a’ — i beide Strömungen 
in den Randbezirken identisch werden. d.b. es wird: 

folgt. Wenn daher, wie im folgenden gezeigt werden wird, die durch die RR AUR 
hervorgerufene Spannungserhöhung T/7t, für den einen Fall berechnet werden kann, so 
ist sie auch zugleich für den anderen Fall bekannt. Aus dieser Betrachtung läßt sich 
weiterhin schließen, daß die Spannungserhöhung auch bei endlichen, gegenüber « kleinen 
Werten von 5b, in beiden Fällen nahezu von gleicher Größe sein muß. 

Die strenge Lösung für die Welle mit halbkreisförmiger Keilnute') (Kreisboren- 
zweieck) (Abb. 3) lautet in Polarkoordinaten, falls mit / die Spannungsfunktion bezeichnet 
wird: 


b 

(2400 —r 20 

f-(2acsg —- )b- , (0), 
wobei U den bezogenen Torsionswinkel bedeutet. Die lunktion / erfüllt die Grenzbe 
dipgungen, da sie am Rande des Querschnittes (für 2qacosYy und für r—b) .ver- 
schwindet und befriedigt die Verträglichkeitsgleichung: 

N2 2r 


Or? r or 
wovon man sich durch Einsetzen von f Gl. (20) leicht überzeugt. Die Spannungen ergeben 
sich in bekannter Weise zu: 


177 


Setzt man in dem Ausdruck für r=b und = 0, sowie b so ergibt sich für «ie 


gesuchte, oben mit 7 bezeichnete Spannung der Wert "= 2a: .®. Dab=0 ist, be- 
deutet hierin ® den bezogenen Torsionswinkel für die a kreiszylindrische Welle 
damit wird: = 2 = 2. — 27,, womit die Spanungsverdoppelung infolge der 
Kerbwirkung zugleich auch für die Rillenwelle bewiesen ist. 

Die Gleichsetzung dieses Wertes für 7’ mit der rechten Seite der Gl. (14), in der 
b=0 zu setzen ist, liefert jetzt eine Bedingungsgleichung für die Größen m und n. Mit 


C= lautet diese Gleichung unter Beachtung, daß — — (a +1): 


... 
Nach Gl. (11) ergibt sich für (c,)»-—o zunächst die unbestimmte Form 0/0. Den wahren 
Wert findet man durch Differentation von Zähler und Nenner nach y zu: 


') Diese Lösung wurde vom Verfasser vor längerer Zeit gefunden und u.a. experimentell mit Hilfe 
des durch eine Seifenhaut erzeugten Prandtlschen Spannungshügels bestätigt. Inzwischen wurde sie 
auch von ©. Weber angegeben, s. Forsch.-Arbeiten, Heft 249, S. 31, 


14 
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Da nun die Größen m und „ notwendig positive, ganze oder gebrochene, voneinander 
verschiedene Zahlen sein müssen, so wird mit m>n: 


—0 =—|, 
Setzt man diesen Wert in Gl. (23) ein, so fällt » fort und man erhält: i 


Zur Bestimmung der Unbekannten n, deren Wert jedenfalls gleich oder größer als Null j 
und kleiner als 2 sein muß, könnte man den Satz vom Minimum der Formänderungsarbeit 
heranziehen, doch erweist sich dieser Weg infolge der zu unübersichtlich werdenden 
Rechnung hier nicht als gangbar. Verschiedene Gründe, u. a. auch die Analogie zur 


Welle mit Keilnut (s. Anm. 2 auf Seite 7) weisen aber darauf hin, daß man hier, ebenso N 
wie dort, für n den kleinsten zulässigen Wert, d. h. denjenigen, der sich am meisten von m i 
unterscheidet, zu setzen haben wird. Da übrigens, wie wir oben sahen, für veschwindend 


kleines b der Wert von n innerhalb der zulässigen Grenzen willkürlich blieb, so ist bei 
kleinen Rillenhalbmessern die besondere Wahl, die man für n treffen kann, praktisch von 
untergeordneter Bedeutung. Wir setzen also weiterhin n = 0 und werden sehen, daß sich 
damit eine sehr gute Uebereinstimmung mit den Ergebnissen von Willers ergibt. Nach 
Zusammenfassung der Glieder lautet die nunmehr vollständig bestimmte Spannungs- 
funktion: 


a a? cosy (r — M 
— cos“ y) r 


Die hauptsächlich interessierende Spannungskomponente 7, wird: 


2M:w°.(r? + b?) . cos 


eos p)? (a? — cos? g) 
Es ist bemerkenswert, daß dieser Ausdruck für verschwindend kleinen Uebergangshalb- 
messer 5 die Verträglichkeitsgleichung (Gl. 2a) längs der halbkreisförmigen Randlinie, 


ÖTr 
auf der 7, und 3 verschwinden, streng erfüllt. 


Für r—b wird: 
2] 2 as 2M 
(t.), 2M 2acopg 2M a! (28). 


Für die Maximalspannung, die im Grunde der Rille, d.h. im Randpunkt = 0 
auftritt, ergibt sich die einfache Formel: 
2M . 34 2 (29). 


= 


Der erste laktor stellt diejenige größte Spannung dar, die man bei Annahme 
einer linearen Spannungsverteilung im (@uerschnitt 9=0 erhalten würde, der 
zweite Faktor y kennzeichnet die Spannungserhöhung. In Abb. 5 sind die Verhält- 


Tımax Tmax 


niswerte — und — 
2M 


2M 


ta’ (a—b)? 
als lunktionen von a/b in Kurven- 
form dargestellt, während die von 
Willers gefundenen Werte durch Ä 
kleine Kreise angedeutet sind. Die 
Uebereinstimmung ist sehr befrie- 
digend. In Zahlentafel 1 sind die 


N mar | | | genannten Verhältniswerte für eine 
1 J ey | | Reihe von Werten für a/b ausge- 
| | | | | rechnet wiedergegeben. Die Span- 
| | ı& nungskomponente 7, wird: 
IE. 2 M w3sing (r? — b°) (a? + b?cos?y) 
[Rass2 75) (a—rcosp)? a? r?(a?—b? cos?y)? 


| | T max 
3h x= 2M 
N 7a? 
Ahb. 5. 


EN 


DET 


—] 
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Zahlentafel I. 


221 2 M 
Tınax = T = vergl. Abb. 5 
(a — b)? 
Aa 2 
1 | 2,5 6,66... 8 10 11 13,33 ..| 20 >30 10 
| 
3,25 2.854 2,61 2,49 2.41 2,56 2,22 | 2,15 2,09 | 2,0 
(mach Willers» |» — | 3,07 2,76 | 2,60 2,46 — 204 — |20 
“ — 
- 100 +9 +2 +1,5 +1 +2 | 
Yw 
y 1 11,43] 1,67, 1,74 | 1,78, 1,82|1,8385| 1,86 | 1,9 | 1.935 | 1,95, 1,96 | 2 
Auf der Mantellinie außerhalb der Rille, d.h. für = ”/2 wird (Te). -2— 0 und 
die Randspannung (s. Anm. 1): 
2M b\? 2M 
il r | ( 


Für r=» bzw. für b= 0 geht dieser Wert in denjenigen für die Umfangsspannung der 
glatten, kreiszylindrischen Welle über. In den Ecken "=D, y — z/2 verschwinden sowohl 
7, als auch 7.. Die Spannung im schwächsten Querschnitt befolgt das Gesetz: 


(u) 2 — 0 (r? + 69 (32) 


In Abb. 5 sind für den 
Fall a/’b= 11 die Funktionen‘ für 7b 2b 
die Randspannungen (7.),—, und _ 
(?,)e—r/2 sowie für die Span- 
nung im schwächsten Quer- 
schnitt (74); —o gezeichnet und 
in Zahlentafel 2 bis 4 ausge- 
rechnet wiedergegeben. Aus der 
Spannungsverteilung über den 
schwächsten Querschnitt ersieht 
man, daß das Torsionsmoment 
in der Hauptsache von den 
äußeren Schichten der Welle 
übertragen wird, während die 
näher nach der Achse zu lie- 
genden entlastet werden ?). 

Der durch Gl. (31) wieder- 
gegebene Verlauf der Rand- 
spannung (7,)e—r/2 auf dem zy- 
lindrischen Teile der Welle ist 
durch Versuche geprüft und gut 
bestätigt worden (siehe hierüber 
das Versuchsprotokoll.) Bei der 
Versuchswelle war alb= Il; 

die Spannungserhöhung im 


Wellenradius | 


Grunde der ltille beträgt daher mr 
nach Zahlentafel 1: 83,5 vH. 
Die durch die Eindrehung be- 
wirkte Störung der Spannungs- [RA8s276] 9b 


verteilung in der zylindrischen 
Welle ist{in einem axial vom 
Pol aus gemessenen Abstand von Abb. 6. 
10b schon so gut wie verschwunden. 


- 


I) Zu dieser Gleichung gelangt auch Willers auf S. 254 seiner Arbeit auf Grund einer anze- 
näherten Integration der Differentialzleichung für den Fall, daß b gezenüber a sehr klein ist. 

2) Die aus dem hydrodynamischen Gleichnis gezogenen Folgerungen lassen für kleine Werte b/a 
eine gewisse Analogie zwischen der Rillenwelle und der Welle mit Keilnute hinsiehtlich der Spannungs- 


| 
| 
3b 
| | 
| 
| 
| 
1 
f 
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Zahlentafel 2. 


a 
= A, für den Fall: == 11, vergl. Abb. 6 
b 
p | 00 309 45° 60" 90° 
a, | 2,44 2,05 1,62 1,1 0 
Zahlentafel 3. 
2 M Aa 
für den Fall: =11, vergl. Abb. 6 
b 
) 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 3 4 5 | 10 
Br 0 0,305 0,49 0,61 0,69 0,75 0,89 | 0,945 0,96 0,99 
Zahlentafel 4. 
2 a a 
=> für den Fall: = 11, vergl. Abb. 6 
b 
2 7 8 g 11 
b 
yı 1,535 0,902 0,654 0,541 0,466 0,304 0,221 0,139 0 


3. Die zentrisch durchbohrte Welle mit eingedrehter Rille. Ist , der Halb- 
messer der axialen Bohrung, so lautet der den Grenzbedingungen I. F= (atfürr—=b; 


2, r—" bereits angepaßte Ausdruck für F: 
cos 


M (r? — 5°?) (a — eos 


('—g [(a—g)? — d? eos? | 
Für die Maximalspannung erhält man: 
2M(a—t) 2 a3 — — — 9)? 
| [la (a — gNla — g,? — 
wobei der zweite Faktor die Spannungserhöhung gegenüber linearer Verteilung darstellt. 


(34), 


verteilung in den Randbezirken erkennen. Da sich unser Ansatz für F bei der Rillenwelle gut bewährt 
hat, so lag es nahe, einen genau nach dem Vorbild der Gl. (10) gebildeten Ausdruck für die Spannungs- 
funktion der Welle mit Keilnut zu versuchen und die Ergebnisse mit den aus der strengen Lösung 


> 


tließenden zu vergleichen. Mit den Bezeichnungen der Abb. 3 lautet dieser Ansatz: 


b\m 
F= [2a COS — (C4 ( ) ( ) + 1)] 
r 


2 


der mit »=0 in den für den Vollkreis geltenden Ausdruck übergeht. Die Grenzbedingungen lauten 
hier: F=0 für r=b und r=2acosy, und aus der Bedingung der Spannungsverdopplung infolge der 
Kerbwirkung folgt hier: m=3, während man über » zunächst nur so viel aussagen kanı, daß es 
iedenfalls < 53 ist. Hier steht zur Bestimmung von n die weitere Bedingung zur Verfügung, daß die 
Spannung im Drehpunkt des Querschnitts, der mit dem Schubmittelpunkt (und nicht etwa mit dem 
Schwerpunkt) zusammenfällt, verschwinden muß. Diese Bedingung liefert für » sehr genau den Wert 0, 
Damit erhält man für die Spannung Auf dem Polstrahl = 0: 


b 
Dabei bedeutet, wenn zur Abkürzung = z gesetzt wird: 

2acosy 

l 1 —2 

3 | 2 


Die Zahlenrechnung ergibt eine sehr scharfe Annäherung an die Spannungsverteilung der strengen 
Lösung, auch bei größeren Werten des Verhältnisses b/a. So betragen die Abweichungen z. B. für 
y/a=!3 bei der Maximalspannung ca. —3 vH, beim Verdrehungswinkel ca. + 6 vH. Der verwendete 
Näherungsansatz ergibt somit auch bei diesem Torsionsproblem eine hochwertige Näherungslösung. 
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Auf dem Wellenumfang außerhalb der Rille wird: 


„__2M-a b\° 


Die Spannung im schwächsten Querschnitt (9 — 0) verteilt sich nach folgendem Gesetz: 


Mit «wo ist der in der Klammer stehende Ausdruck von Gl. (35) bezeichnet. 
Für den Fall: =1l, = beträgt die Spannungserhüöhung 84 vH (gegenüber 
s3,5 vH bei der Welle ohne Bohrung). > 


4. Die Welle mit schlitzförmiger Eindrehung, deren 1 r 
Tiefe größer ist als der Uebergangshalbmesser (Abb. 7). + 
Die allgemeine Form der Spannungsfunktion soll hier in gleicher 


Weise wie in Abschnitt 2 angesetzt werden; sie lautet: \ PA/T 
+9) eos | | 
r 
Die Konstante X ergibt sich hier mit den in Abb. 7 eingetragenen Ranzn 
M Abb. 7 


Bezeichnungen zu: X= während die Beiwerte yı und 


2n.la + 
9 aus den Grenzbedinpgungen gefunden werden. Diese lauten in dem zwischen Achse 


und Polstrabl gelegenen Gebiet des Wellenlängsschnittes: für r — 


cos p 
F=K:'(a+d)! fürr—Db. Man findet: 
d 
a’ııl+ q 
bcosg a” +bd'eo8sT 
g a? a? — b? cos? y 
damit wird: 
_ 
a’ + bdcosy) 
aM r a 
= — a4 —, = (37) 
a! a’ — b?cos’y 2n.(a+d! 
und: 
a?b 
heosy +d) 
N 2 M- w? 
== . (38). 


(a—reosy)? Or »(a + d' (a — rcosy)? a? — bt eos’ 


Im besonderen ergibt sich für das Spannungsverteilungsgesetz im schwächsten (uerschnitt: 


2 
g| a’-b 
(w)”. „(a - „br + M + a?+b 


r 

(a + D'(a— r)’-(a+b) 
woraus die Maximalspannung im Grunde der Eindrehung folgt zu: 
a? 
„b+M+a’+ba 

T ax = T ee = £ .y 40 


Der Faktor v kennzeichnet das Maß der Spannungserhöhung gegenüber dem Fall linearer 
Spannungsverteilung im schwächsten Querschnitt. Mit d=0 (Fall der Halbkreisrille) 


2 
wird’ = = wie es nach Gl. (29) sein muß. 
a+ 


Für D=0, d.h. für den Fall des unendlich schmalen Sehlitzes wird: r —»,. Auf 
dem Polstrahl p = 7/2 wird: 


d b ‚233 

und: 


| 
| 
‚a (5,77 
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Damit berechnet sich der veränderliche Winkel 9, unter dem diejenigen Spannungslinien 
den Strahl 9= 7/2 schneiden, die,in großem Abstand von dem Schlitz oberhalb dieses 


Strahls achsenparalle] verlaufen, zu: 
g 43). 


Tr H2 

Um sich ein Bild von dem Maße der Zusammendrängung der Spannungslinien in der 
Nähe des Eindrehungsgrundes zu verschaffen, kann man z. B. die Koordinate , desjenigen 
Punktes berechnen, in dem die in großem Abstand von dem Schlitz mit dem Polstrahl 
y—n/2 zusammenfallende Spannungslinie den Polstrahll 9=0 schneidet. Zu diesem 
Zweck hat man (Wera =a= (w).—, zu setzen und findet aus dieser Gleichung: 


a?+b'd 


T So erhält man z.B. für den 
Fall, daß «=11cm, b=Ilcm, 
d=4cm ist, "u = 2,2 cm. 
Macht man von dem anschau- 
lichen hydrodvnamischen 
Gleichnis Gebrauch, so heißt 
dies, daß die Flüssigkeits- 
menge, die in großem Ab- 
stand von dem Schlitz ober- 
| ' einen Streifen von 4cm Breite 
s | | ' durchströmt, beim Durchgang 
| durch den Strahl 9=0 auf 
einen Streifen von nur 1,2 cm 
Breite zusammengedrängt 
wird. Ina Abb. 10, die dieses 
Zahlenbeispiel darstellt, sind 
einige berechnete Spannungs- 
78) linien eingezeichnet und durch 

Abb. 8. deren Schnittpunkte mit dem 
Polstrahl 9 =r/2 die Tan- 
genten an die Spannungs- 
linien gezogen. In Abb. 8 


sind für den Fall oh die 


T MAX 


aus Gl. (40) folgenden Span- 
nungserhöhungen als Funk- 
tion von d durch eine Kurve 
und die zugehörigen Zahlen- 
werte in Zahlentafel 5 wieder- 
gegeben, in der auch die Ver- 
hältniswerte der Randspan- 
nungen im Randpunkte y =- 
z/2 zu den jeweiligen Maxi- 
malspannungen angegeben 
sind. Aus Abb. 9 und Zahlen- 
tafel 6 und 7 ist für den Fall 


ab=11, 


nungsverteilungsgesetz im 
schwächsten Querschnitt laut 
Gl. (39) sowie der Verlauf 
der Randspannung längs der 
kreisförmigen Randlinie zu 
Wellemachse ersehen. "Schließlich ist in 
Abb. 9. Abb. 10a und Zahlentafel 7a 


= 2,5 das Span- 


| 
‚T/a-b) | 

F} 

ZM 
fa-b)? |} 

| | 

\ \ 

\ | 

\ 

\ 

\ 

| \ : 
| 

| 

\ 7 
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für den Fall a=11, d=4 
der die Spannungserhöhung 
kennzeichnende Faktor » in 
Abhängigkeit von 5b kurven- 
bzw. zahlenmäßig wiederge- 
geben. 

Da Willers das vorlie- 
gende Problem nicht unter- 
sucht hat, ist die Prüfung 
der abgeleiteten Formeln nur 
indirekt durch die Ergebnisse 
des weiter unten folgenden 
Abschnittes Z möglich, die, 
wie hier vorweggenommen 
sei, eine gute Uebereinstim- 
mung mit den von Willers 
gefundenen Werten ergaben. 
Auf die Diskussion der Span- 
nungsverteilung in dem ober- 
halb des Strahles 9=r/2 ge- 
legenen Gebiet des Wellen- 
längsschnittes soll hier wegen 
des geringeren Interesses 
nicht eingegangen werden. 

Der Fall, daß die Welle 
eine zentrische Bohrung be- 
sitzt, läßt sich in ähnlicher 
Weise wie früher ohne Schwie- 
rigkeit erledigen. 


B) Das unsymmetrische 
Problem. 


5. Die abgesetzie Welle, 
deren Stufenhöhe gleich 
ist dem Uebergangshalb- 
messer (Abb. 11). Dieser, 
sowie der im nächsten Ab- 
schnitt behandelten Aufgabe 
kommt im Hinblick auf die 
Bedürfnisse der technischen 
Praxis eine besonders hohe 
Bedeutung zu, da die abge- 
setzte Welle zu den im ge- 
samten Maschinenbau am häu- 
figesten vorkommenden Ma- 
schinenteilen gehört. 

In dem vorliegenden Fall 
der »halben Kerbe«, wie 
man die kleine Stufe zum 


Wellenachse 


Abb, 10. 


30 


0102 0,5 


[A537 Z 
Abb. 10a. 
Zahlentafel 5. 


N 


2M 


Tnax = 
— 


d 0 | 1 


für den Fall: a=11, b=1, 


o 


vergl. hierzu Abb. 8 


v 1,83 2,53 
2 


r=b 


0 0,273 


Tınax 


8,11 3,62 


0,408 


| | 
| 
‘ 
60 
| 
Tmax. 
yg 
| 
| 
| 
75 
| | 
z 
4,06 4,453 2,80 10,16 
| | | 
| | 
| 
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Zahlentafel &. 


2M a a—h f 
(Toy =0 = für den Fall: == 2,5, vergl. hierzu Abb. 9 
1.5 2 4 5 8 11 
b 
“| 4,06 1,51 0,84 0,43 0,29 0,21 0,15 0,09 0 
Zahlentafel 7. 
a a—b 
„%, für den Fall: == 2.5, vergl. Abb. 9 
n »(a— b d 
y | 0" 30» 150 600 90° 
x | 4,06 3,76 3,43 3,03 2,22 
Zahlentafel 7a. 
2M 
Tmax = für Fall: def, vergl. hierzu Abb. 10a 
.(a—b)? 
h 0 0,05 0,1 0,2 0,5 1.0 1,5 2,0 
y % 59,9 30,5 15,1 7,08 1,06 3,05 2,52 
Bde 0,738) | 0,721 0,694 0,626 0,542 0,482 0,437 
Tınax 
0. Unterschied gegen die einer kleinen Halbkreis-Rille ent- 
7 | sprechende »volle Kerbe« auch nennen kanp, ist der Grenz- 
\ | wert, welchem der die Spannungserhöhung kennzeichnende 
| Faktor im Randpunkt 9% — 0 bei verschwindend kleinem 


- « Uebergangshalbmesser zustrebt, offenbar gleich 1,5 zu setzen 
3 | u, [Mittelwert aus den für die volle Kerbe (Rille) und die glatte 
| | Fe Welle zutrefienden Zahlen 2 und 1], was sich auch durch 
eine etwas umständliche, hier der Kürze halber fortgelassene 
Kasnen Rechnung näher nachweisen läßt. Aus Gl. (14), die hier un- 
Abb. 11. verändert gilt, würde damit m= 1,5 folgen. Um aber im 
Interesse zahlenmäßig bequem auswertbarer Formeln ge- 
brochene Exponenten zu vermeiden, soll dieser Grenzwert hier auf eine andere Weise, 
durch die eine praktisch so gut wie völlige Uebereinstimmung mit den Ergebnissen von 
Willers erreicht wird, in die Rechnung eingeführt werden. Die Gl. (10) schreibt sich 
mit den neuen Beiwerten e, und «&, sowie mit m=?2 und n= 0 wie folgt: 


Da die Grenzbedingung für » —b verlangt, daß » = —- e, sein muß, können wir dafür 
auch setzen: 
Die Maximalspannung für die Rillenwelle folgt daraus zu: 
\ 4 Ca’ r+b 
max — = - . . . . 
worin bekanntlich [wegen (eı )„—o = — 1| der Klammerausdruck den Grenzwert der Span- 


nungserhöhung bei verschwindend kleinem Rillenhalbmesser b bedeutet. Addieren wir 
im Zähler und Nenner dieses Ausdruckes die Größe db, so nimmt er gemäß der hier 
geltenden Vorschrift für =D den Wert 1,5 an, und die Ergebnisse, die man mit dieser 
einfachen Maßnahme erzielt, unterscheiden sich praktisch nur ganz geringfügig von 


4 
a 


H 
A 
Ä 
3 
4 
3 
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denen, die man mit m= 1,5 erhalten hätte. Diese Bemerkungen genügen bereits, um 
die Randspannung im Punkte 9 = 0, die, wie im folgenden noch gezeigt wird und wie 
auch aus der Arbeit von Willers hervorgeht, praktisch als Maximalspannung angesehen 
werden Kann, zu bestimmen. Man erhält für sie nach Durchführung der einfachen, sich 
analog wie unter 2. abspielenden Rechnung die überaus einfache Formel: 
3 a+b 2M 
2 a+2b n (a — 

Wird dagegen noch die Frage nach der Art der Spannungsverteilung im Wellen- 
längsschnitt und nach Größe und Ort der wirklichen Maximalspannung gestellt, so muß 
der Klammerausdruck der Spannungsfunktion um ein in g ungerades Glied — infolge 
des unsymmetrischen Verlaufes der Spannungslinien bezüglich des Polstrahles y — 0, der 
hier von ihnen, mit Ausnahme der Kkandlinie, offensichtlich nicht mehr orthogonal durch- 
setzt wird — erweitert werden, so daß die Spannungsfunktion wie folgt angesetzt 


werden kann: 
r+2b , 4 M | 
r r+b 


2 na 


(47). 


wobei der doppelte Winkel in dem Sinusglied von der Grenzbedingung: F=(-a* für 
den Rand g=7/2 gefordert wird. Im Punkte 9=0 muß dieses Glied jedenfalls ver- 
schwinden, da die Spannungserhöhung an dieser Stelle bereits aus dem oben besprochenen 
symmetrischen Teil der Spannungsfunktion folgt. 

Von der Funktion /(r) läßt sich nur aussagen, daß sie für 5)= 0 verschwinden 
und mit wachsendem r rasch abklingen muß. Da theoratische Ueberlegungen keinen 
weiteren Aufschluß über die Form dieser Funktion geben konnten, wurde zu ihrer nihe- 
rungsweisen Ermittlung mit gutem Erfolg der Versuch herangezogen. Setzt man: 


r+b 


so wird eine sehr befriedigende Uebereinstimmung zwischen den gerechneien und den 
semessenen Randspannungen längs der zylindrischen Wellenteile erzielt. 
Unter Umgehung der Zwischenrechnung folgt damit in bekannter Weise aus Gl. (48): 


—r.»? 
+ sin?2g] 
2M 
bsin?y 
+ (r + b)? 
a+beosg 


und für die Randspannung in der Hohlkehle: 
3 1 
(a — .(a + bcosg) ( + sin2g) 
2Mm 2 4 (si) 
bsin?2y n » (a — 6)? 
a+beosgy 


‚= 
(a —becosy £ + b cos (2 + 


wobei 4; die Spannungserhöhung gegenüber der normalen Umfangsspannung des 
schwächeren Wellenteiles darstellt. Mit =0 geht die Gl. (51) in die GI. (47) über. 
Die Maximalspannung tritt, wie man sieht, nicht im Randpunkte 9 = 0, sondern in einem 
nahe benachbarten Randpunkt 9 = 9, auf, und zwar wird %„ am größten für ab=», 
d.h. für = 0. Setzt man in Gl. (51) b— 0, so lautet die Bedingung für das Maximum: 


(6; cosg sin 29)= 0, 
dgy 2 4 
aus der sich ergibt: sin — 0,281 oder = 16° 20’. Damit findet man (A, \max ZU: 
= 1,57, während (ı)e=o = 1,50 ist. 
Für den Fall a/’b — I! wird 9.” 10° und die wirkliche Maximalspannung ist nur 


noch 3'/, vll größer als (7.),—»: für kleinere Werte von a/b wird der Unterschied noch 
geringer. Die Spannung (7.)-—, nach Formel (47) kann daher mit genügender Genauig- 
keit als Maximalspannung angesehen werden (vergl. hierzu die beiden letzten Spalten 
von Zahlentafel 11). Die Spannung im Querschnitt 7 — 0 befolgt das Gesetz: 


3 


(a — a?.(a— r)?-(a + 2b) (r + 


— b)® 


| 

| 
! 
| | 

| 

| 

| 

j 

| 
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während sich die radiale Spannungskomponente in Längsschnitt auf dem Polstrahl 9 = 0 
berechnet zu: 


3 


26°. (r— r+2b a+b 2M ) (53) 


a+2b r+b 


4 


T,)e —0 = 


Der Klammerwert ist stets negativ, so daß also auf dem Strahl g—= 0 die beiden 
Spannungskomponenten entgegengesetzte Vorzeichen haben, wie es der Verlauf der Span- 
nungslinien auch erfordert. Die Randspannung des stärkeren Wellenteils wird: 


2M (r—b)(r+3rb +4) 2M 


+ b)? 

Die Randspannung des schwächeren Wellenteils folgt aus der für das Gebiet links vom 
Polstrahl 9—= 0 (siehe Abb. 11) geltenden Spannungsfunktion #"’ (bei deren Aufstellung 
zu beachten ist, daß der Winkel 9 hier negativ wird und daß die Grenzbedingung am 


Per b 
Rande lautet: = (Ca! fürr— -) zu: 
cos p 
sin?y 
(a+beosg)| 1 +cosp|2 — — 
1 2» 1+cosy 
COS a+bcosy |2 — (1 + 0089) 
a+beosg 
2M 
(a — 


Diese Gleichung wurde ebenso wie Gl. (54) durch den Versuch geprüft und gut be- 
stätigt gefunden (siehe das Versuchsprotokoll),. In Abb. 12 ist für den Fall: alb= 11 die 
Veränderlichkeit der Randspannung längs der Begrenzungslinie des Meridianschnittes der 
Welle durch eine Kurve wiedergegeben. Die berechneten Spannungen wurden dabei 
senkrecht zur Umrißlinie aufgetragen. Bemerkenswert ist die interessante Erscheinung, 
daß sich die durch die Uebergangsstelle hervorgerufene Spannungsstörung viel weiter in 


82750’ 
IS] 


Z 12] 


Wellenradius & 


den dünneren Wellenteil hinein fortpflanzt als in den stärkeren. So 
beträgt z. B. in einem axialen Abstand vom Mittelpunkt des Abrun- 
® dungskreises, der gleich dem 6fachen Abrundungsradius ist, die Ab- 
weichung von der normalen Umfangsspannung auf dem dünneren 
Wellenteil ca. 8 vH, auf dem stärkeren dagegen im gleichen Abstand 
o von der Ecke, an der die Spannung 0 ist, nur noch ca. 1vH, in 
guter Uebereinstimmung mit den Versuchsergebnissen. Ferner folgt 


| z aus Rechnung und Versuch in gleicher Weise, daß die Randspannung 
. des stärkeren Wellenteils von der Ecke aus schneller anwächst als 
bei der Rillenwelle. 

} In Abb. 13 sind die Verhältniswerte 

Pe die tatsächliche Maximalspannung 
T/a-0)? o im Randpunkt 9—= g,„ ist, als Funk- 
IL 5 tionen von a/b durch Kurven darge- 
mn 20 30 stellt; die von Willers ermittelten 
mexz») Werte, von denen hierbei nur zwei 


Abb. 13. zur Verfügung standen, sind durch 


| 
| 

| 

5 

1 | N 

4 

| 

| 

Abb. 12. { 

| 
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kleine Kreise angedeutet. Die Uebereinstimmung ist auch hier eine recht gute. Für 
alb= 1, d.h. in dem Falle, wo der Durchmesser der dünneren Welle unendlich klein 


T 
= muß sich also asymp- 


Tmax 


wird, muß unendlich groß und gleich 1 werden; 
2m 


ta? n (a — b)° ra? 
totisch dem Werte » nähern. Für sehr große Werte von a/b nähern sich beide Kurven 
asymptotisch dem Wert 1,57. 

In Abb. 14 ist für a/b — 11 der Verlauf der Querschnittsspannung (7; );—o Gl. (52) 
sowie der radialen Komponente der Meridianschnittsspannung (7,)e£-o Gl. (53) längs des 
Polstrahles 9 — 0 wiedergegeben. In die Abb. 15 sind die Tangenten an die Spannungs- 
linien im Meridianschnitt für verschiedene Punkte des Polstrahls p — 0 eingetragen. 


| 
Wellenachse 


Abb. 14 und 15. 


Auf Zahlentafel 8 bis 13 sind die für die Zeichnung der besprochenen Kurven 
berechneten Werte der Spannungen zusammengestellt. 


Zahlentafel 8. 


a 
für den Fall: — m 11, vergl. 12 
n b 
| 0" 10° 20° 300 | 45° | 60° 90° 
| 
)y 1,3885 | 1,43 1,424 1,85 | 1,28 0,922 0,55 0 
Zahlentafel 9. 
2 Aa [47 
= für den Fall: — =11, vergl. Abb. 12 
b 
1 1,2 1,5 1,7 2 3 be 
| 
1, 0 0,314 | 0,574 0,677 0.78 0,917 0,96 0,987 0,998 
Zahlentaiel 10. 
2M a 
für den Fall: == vergl. Abb. 12 
n +(a— b 


| 00 | 110 30°, 450 600 800 820 50' 859 


bi | 1,385 | 1,295 1,17 1,109 1,098 1,088 1,073 1,058 | 1,027 


ZM 
| r/a-b) 
\ | 
\ | 
\ | 
\ | 
| | 
N | 
| | 
3 
| 
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Zahlentafel 11. 


2M 2M 
= pı= vergl. Abb. 13 
n (v— b) 
a 
z 1 2,5 4 10 11 20 30 50 00 
pı o 5,42 3,01 1,945 1,905 1,74 1.68 1,635 | 1,574 
(pı)» (nach Willers) 2,95 _ 1.905 
- 
(Pıdu 
pr 1 1,17 1,27 1,42 1,13 1,49 1,52 1,54 1,574 
hı 1 1.165 1.25 1375 1,385 | 1,4382 | 1,458 | 1,472 | 1,50 
Zahlentaiel 12. 
2M a 
= für den Fall: == vergl Abb. 14 
(a —b)° b 
1 1,5 2 3 4 5 7 Y 11 
1,385 1,105 0,941 0,7838 0,606 0,495 0,311 0,140 
Zahlentafel 15. 
2M 
= für den Fall: = 11, vergl. Abb. 14 
\a — 
s 1 1,5 2 3 4 5 7 9 11 
A, 0 0,084  — 0,079 | — 0,048 | — 0,027 | - 0,015 0,04  — 0,0007 


6. Die nach Abb. 11 abgesetzie Welle mit zentrischer Bohrung. Bezeichnet 
man mit g den Radius der Bohrung, so erhält man unter Umgehung der analog wie im 
vorigen Fall sich abspielenden Rechnung die folgende Formel für Maximalspannung: 


b 7. Die abgesetzte Welle, deren Siufenhöhe größer 
u do ist als der Uebergangshalbmesser (Abb. 16). In der 
| ———-StL_._ folgenden Untersuchung soll der Kürze halber nur die Frage 
WED, nach der Größe der Maximalspannung gestellt werden, die 
mit ausreichender Genauigkeit auch hier durch die Spannung 
8 r im Randpunkte — 0 ersetzt werden darf. Zur Berechnung 
ro; dieser Spannung kommt es aber, wie bereits in Abschnitt 5 
bemerkt, auf das in g ungerade Glied der Spannungsfunktion 
Rassı Ze) u überhaupt nicht an, so daß wir dieses Glied hier von vorn 
Abb. 16. herein unberücksichtigt lassen können. Mit dieser Vernach- 


lässigung lautet entsprechend dem Vorgang in Abschnitt 5 
der Ausdruck für die Spannungsfunktion: 
r+b 

worin: 

M 

"ür das weiterhin allein betrachtete Gebiet des Wellenlängsschnittes, das in Abb. 16 durch 
Schraffur hervorgehoben ist, gelten die gleichen Grenzbedinrungen, wie bei dem in Ab- 
schnitt 4 behandelten Fall und die Beiwerte /ı und /, erzeben sieh daraus zu: 


3 
N 
4 
i 
i 
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2.da ala+bcosg) 


+ 
a+?2bceosy 


— 
a—beosg 
Aus @l. (57) folgt: 
2M a—b|I5 
___?M 3a-(a+b) 
2(a-+d) a+2b 
3 a+b 
Mit: d=0 wirdu— 
2 a+2! 
Für b=0, d.h. in 20.- 
einer scharfen Ecke, wird ß 
In Abb. 17 ist 78 
derdieSpannungserhöhung 16 
kennzeichnende Faktor wu 
74 


für den Fall a/’b= 11 als 
xfa-b)? 


Funktion von durch 42 
aD 

die ausgezogene Kurve 

dargestellt, während die 0 


von Willers erhaltene 
Kurve gestrichelt einge- 
tragen ist (siehe hierzu 
auch die Zahlentafel 14). 
Bei dem Vergleich dieser 


beiden wie auch der fol- 
senden Kurvendarstellun- 
gen ist zu berücksichtigen, 
daß die Werte von Wil- 
lers sich auf die tatsäch- 
lichen Maximalspannungen 
beziehen, die wir bei dieser 
Aufgabe durch die um ein 
geringes kleineren Rand- 


spannungen (7,)r— ange- 


nähert haben. So ist z. B. 
hier (siehe Zahlentafel 14) 
der Faktor 4 für ri = (0,1, 
d.h. für d=0, mit 1,385 
angegeben, während die 
in Abschnitt 5 berechnete 20 
maximale Spannungserhö- 
hung im Randpunkt 9 — 9, 
für diesen Fall den mit 
Willers übereinstimmen- 
den Wert 1,43 ergab. Be- 
rücksichtigt man dies, so 
ist die Uebereinstimmung 
beider Kurven als befrie- 
digend anzusehen. Nur 
bei relativ großen Werten 
von d/a, die aber keinerlei 
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a'la-+beosgp) 
- - 
3 a+2bcos 

a—bcosy 

b b 

| 

(r + e)? | (ö 

2M 


tt -(a—b)? 


(60). 


‚ wie es der Anschluß an den Fall des Abschnitts 5 verlangt. 


0 905 


[RAsaz Zu] 


07 


Abh. 


18. 


praktische Bedeutung mehr besitzen, sind die Abweichungen größer. Die ausgezogene 


Kurve in Abb. 18 gibt die Abhängigkeit 


des 


Faktors u 


von 


für den Fall 


a _— 


.. 


d | 
9 902 93 835 WB 
| Abh. 17. | 
| 26 | 
| 2,4 
4,2 | 
N 
N 
| 
| | 
— 
_ | 
| | | | | 
a | | | | | | 
| | | 
| | | | | a-b 
; 93 
| 
b 
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Zahlentafel 14. 


2M 


a 
= — für den Fall: == Il, vergl. hierzu Abb. 17 
» (a b,” b 
b+d 
v1 0,2 0,3 0,5 1,0 oo 
a—b | | 
| | | | 
4(2—0) 1,385 1,49 1,581 1,726 1,96 2,666 
4w(2=-7,) (nach Willers) 1,43 1,55 1,65 1,75 1,79 _ 
uU — Urn | 
3,1 | 3.9 + 9,5 
w 
Zahlentafel 15. 
2M a—b 3 
Tmax = für den Fall: verel. hierzu Abb. 13 
= 0 n (a — b)? a+d 4 
b 
0 0,05 0,1 | 0,2 0,25 0,33 
a—h 
92,0 1,61 1,36 1,31 1,25 
He(<=xz,) (nach Willers) x | 2,05 1,675 1,35 1,275 1,24 
— Uw | | 
—:+100 +0 +0 — 3,9 + 0,7 | + 2,7 + 0,8 
e ae a2 wieder (siehe hierzu die Zahlentafel 15). Auch hier stehen die gerechneten 


Werte mit denjenigen von Willers (gestrichelte Kurve) in schöner Uebereinstimmung. 
Aus den genannten beiden Kurvendarstellungen geht hervor, daß die Vergrößerung des 
Wellenhalbmesserverhältnisses 
der Maximalspannung bewirkt (Abb. 17), daß dagegen bei einer Vergrößerung des Ver- 
hältnisses vom Abrundungs- zum kleineren Wellenhalbmesser bei konstantem Wellen- 
halbmesserverhältnis die Maximalspannung abnimmt (Abb. 18). Willers hat nun gleich- 
zeitig die beiden genannten Halbmesserverhältnisse im gleichen Sinne variiert, indem er 
die Wellenbegrenzung als unveränderliches Ganzes näher an die Achse heranschob bzw. 
weiter davon entfernte, wobei sich erwarten ließ, daß die Spannungserhöhung nahezu 
konstant bleibt. Der gleiche 


bei konstantem Abrundungshalbmesser ein Anwachsen 


e Versuch ist auch hier in 
7,8 | FR Abb. 19 gemacht worden 
_— für den Fall, daß: 5b — 

| (d-+b) ist, d. daß 


der Abrundungshalbmesser 
den dritten Teil der Wellen- 
stufe beträgt. Die Abb. 19 
veranschaulicht die Varia- 
tion der Spannungserhö- 
hung mit zunehmender Ent- 
fernung der Wellenbegren- 
zung von der Achse, wo- 
| | | bei die gestrichelte Kurve 
| | ' wiederum der Arbeit von 


un | | | | Willers!) entnommen ist 
5 2? ab (giehe hierzu auch die 
Abb. 19. Zahlentafel 16). Von einer 


') Wie mir auf eine Anfrage Hr. Dr. Willers mitteilte, sind namentlich die zu den kleineren 
Werten von a—b gehörigen ÖOrdinaten dieser Kurve (Abb. 13 der Dissertation von Willers) infolge 
eines Versehens wesentlich zu groß angegeben. So beträgt z. B. die Spannungserhöhung nach Willers 
für a—b=3 nicht 61 vH, wie in der genannten Dissertation angegeben, sondern nur 28 vH. 


| 
mar_ 
zu 
72 
70 
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Zahlentafel 16. 


2M 1 
(Te)r=b IT Tmax = u, für den Fall: sb = (d+b=1, vergl. hierzu Abb. 19 
3 
a—b 3 5 7 10 12 15 
u(2=0) 1,333 1,44 1,51 1,58 1,606 1,65 
uUc(g—=y,) mach Willers) 1,28 ca. 1,40 ca. 1,50 ca. 1,60 ca. 1,72 
U — Uw 
— +: 100 +ca.4 + ca. 3 ea. 0 ca. 0 ca. 4 


Konstanz des Faktors « kann, wie man an der berechneten Kurve erkennt, schon 
deshalb nicht die Rede sein, da die Kurve jedenfalls die Ordinatenachse im Punkte 1 
schneiden muß. Dies erklärt sich daraus, daß bei einer Welle, für de a—b=0 
ist, d. h. deren Abrundungshalbmesser unendlich groß im Vergleich zu dem Halb- 
messer des schwächeren Wellenteils ist, eine Spannungserhöhung nicht eintreten kann. 
Erst mit größeren Werten von a — b scheint sich « einem konstanten Werte zu nähern, 
Damit ist auch für die praktisch wichtigste Wellenform der Nachweis erbracht, daß unsere 
Näherungstheorie die Festigkeit solcher Wellen — abgesehen von den übertrieben stark 
und schroff abgesetzten Wellen, die in der Praxis stets zu vermeiden sind und für die 
unsere Rechnung etwas zu hohe Werte der Spannungserhöhung liefert’) — mit einer für 
die technischen Anwendungen vollauf genügenden Genauigkeit zu berechnen gestattet. 


8. Die Bruchgefahr bei schroffem Uebergang. Im Anschluß hieran möge 
noch mit einigen Worten auf die Gefahr eingegangen werden, in der sich eine solche 
abgesetzte oder eingedrehte Welle mit verhältnismäßig sehr kleinem Abrundungshalbmesser 
befindet. Wie sich gezeigt hat (vergl. z. B. Abb. 9), ist der Bereich, in dem sich die 
Spannungserhöhung gegenüber geradliniger Verteilung bemerkbar macht, ein lokal eng 
begrenzter. Nach einmaligem Aufbringen der Last, für welche die Welle beispielsweise 
ohne Rücksicht auf die Spannungserhöhung an der Uebergangsstelle dimensioniert wor- 
den sein möge, wird sich bei einem zähen Baustoff die berechnete Maximalspannung in 
der Ilohlkehle nicht ausbilden können, da nach Ueberschreitung der Elastizitätsgrenze 
an den höchst beanspruchten Stellen das Fließen des Baustolis beginnt, wodurch sich in 
einem sehr kleinen Bereich ein plastischer, von dem berechneten elastischen gänzlich 
verschiedener Spannungszustand einstellt. In einem solchen Falle dürfte daher auch eine 
sehr große berechnete Spannungserhöhung die Welle normaler Weise kaum ernstlich ge- 
fährden. Im Gegensatz zur einmaligen Belastung bringt aber die hier ungleich wich- 
tigere wechselnde Last eine solche Welle, wie sie oben vorausgesetzt wurde, unweigerlich 
allmählich zum Ermüdungsbruch, da sich durch die unzählige Male wiederholten Ueber- 
anstrengungen kristallinische Gleitflächen und schließlich feine Haarrisse herausbilden ?). 
So gehören z. B. auch alle diejenigen Wellen mit rasch veränderlichem Durchmesser, die 
im Betriebe Schwingungen ausgesetzt sind (z.B. die Tuonel- und Schraubenwellen von 
Schiffsmaschinen’), die Dampfturbinenwellen, die Kurbelwellen von Dieselmotoren usf.) 
zu den höchst beanspruchten Maschinenteilen, für welche die genaue Kenntnis und Be- 
rücksichtigung der auftretenden Spannungserhöhungen an den Uebergangsstellen von 
großer und oft entscheidender Bedeutung ist‘). 


9. Die Versuche, die im Festigkeitslaboratoriam der Technischen Hochschule 
München ’°) durchgeführt wurden, konnten nur die Ermittlung des Spannungsverlaufs auf 
dem Umfang der an die l!ebergangsstellen unmittelbar anschließenden zylindrischen Wellen- 


y 


')So würde z.B. in einer scharfen Ecke die Spannung nach unserer Rechnung wie lim r unendlich, 


während sie in Wirklichkeit, wie Willers gezeigt hat, wie lim 2 unendlich wird. 
| 

?2) Vergl. Th.v. Kiärmän und L. Föppl, Eneyklopiädie der Math., Wissensch. IV. 31. 8. 732. 

3) Vergl. u.a. K. Kutzbach: Gemeinsame Probleme des Maschinenbaues, VDI-Zeitschr. 1915, 
’S. 849. A, Thum, Die Werkstoffe im heutigen Dampfturbinenbau, VDI-Zeitschr. 1927. 8. 7514 ft. 

+) Vergl. zu diesem Abschnitt besonders: F. Läszlö: »Die Kerbe«, VDI-Zeitsehr. 1925, S. s51 fl. 

>) Dem Vorstand des Laboratoriums, Hrn. Prof. Dr. Föppl, bin ich für die Ueberlassung aller 
nötigen Mittel und Hilfskräfte zu großem Dank verpflichtet. 
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teile bezwecken, da die Messung der Spannungen in den Hohlkehlen kaum möglich sein 
dürfte. In dem stärkeren Teil der Versuchswelle war eine rirgsumlaufende halkreisför- 
mige Rille nach Abb. ?2 eingedreht und in genügend großem Abstand von der Rılle und 
den Wellenenden war die Welle auf einen kleineren Durchmesser abgesetzt mit Ueber- 
gang durch einen Viertelkreisbogen nach Abb. 11. Die in Betracht kommenden Ab- 
messungen der aus S. M. Stahl von 7000 kg/cm” Zugfestigkeit bestehenden längs der zy- 
lindrischnen Teile sauber geschliffenen Welle waren die folgenden: Halbmesser des stärkeren 
Wellenteils «= 4,4 em, Rillenhalbmesser 5, = 0,4 cm, Halbmesser der Hohlkehle an der 
Stufe b,— 0,41 cm. Damit beträgt das Verhältnis a/b für die Rille: 11, und für die 
Stufe: 10,7. Die gesamte Länge der Welle ohne die Einspannköpfe war 140 cm. Die 
Versuche wurden auf der großen Werder-Maschine vorgenommen, die ein Querhaupt zur 
Befestigung der Einspannköpfe für Torsionsversuche besitzt und die zuvor neu geeicht 
worden war. 

Als Feinmeßgerät stand der von Hrn. Dr.-Ing. K Huber, München, angegebene 
Schubmesser?) zur Verfügung, der eine sehr genaue Messung der Winkeländerungen und 
daher auch der Spannungen (bei bekanntem Schubmodul) gestattet. Die Drehung der 
beiden Spiegel des Schubmessers wurde in bekannter Weise mittels Fernrohren und Skala 
beobachtet Da die beiden Spitzen des einen Hebels, die bei Befestigung des Meßgerätes 
an der Welle auf einer Zyvlindererzeugenden sitzen, einen Abstand von 10 mm haben, so 
ergibt die Messung den mittleren Wert der Winkeländerung bzw. der Schubspannung 
längs einer Strecke von 10 mm Länge. Statt einer Ableseskala mußten deren zwei Ver- 
wendet werden, da sonst die zugleich auftretende Drehung in einer senkrechten Ebene, 
die der Schubmesser zusammen mit der Welle ausführt, das Bild aus dem Gesichtsfeld 
der Fernrohre herausgerückt und dadurch die Ablesung unmöglich gemacht hätte. Die 
soeben erwähnte Drehung der Spiegel hatte außerdem zur Folge, daß nur mit einer ver- 
hältnismäßig geringen Laststufe gearbeitet werden konnte, da sonst die beiden Skalen 
zu weit voneinander hätten entfernt werden müßen, was die Genauigkeit der Ablesung 
beeinträchtigt hätte. Der Skalenabstand von den Achsen der beiden Spiegel, d.h. von 
der Wellenmitte, betrug 1500 mm, so daß, wenn die Skalenablesungen der beiden Spie- 
gel a, und « in mm sind, die Winkeländerung 7 sich ergab zu: ya , unter der 
Voraussetzung, daß wie es bei den Versuchen der Fall war, die Spiegeldrehungen nach 
entgegengesetzten Richtungen eriolgen. 

Zwischen der Schubspannung z, der Winkeländerung 7 und dem Schubmodul G 
besteht die Beziehung: "= y:'G. Es wurde nun zunächst der Schubmodul @ des Wellen- 
materials bestimmt, indem sowohl auf dem stärkeren als auf dem schwächeren Wellenteil 
in genügender Entfernung von den Wellenenden und den Uebergangsstellen die Winkel- 
änderung 7 gemessen und 7 aus der bekannten Torsionsformel 7 = Br berechnet wurde. 
Der Hebelarm des Drehmomentes war 49,6 em, die Laststufe, die sich als zweckmäßig 
erwies und die daher bei fast allen Versuchen benutzt wurde, betrug 750 — 500 = 250 kg, 


so daß das Drehmoment M = 250 : 49,6 = 12400 kg/cm betrug. Für den schwächeren 
Wellenteil ergab sich dabei als Mittel aus 5 Versuchen: 
aı = 6,38 mm, Aa 3,05 mm, + = 9,43 mm 
9,43 2.124 000 
und damit: — = — 124,5 kglom’ 
753.000 ° 3,9893 
so daß: G t/y = 834 000 kg/em‘?. 
Für den stärkeren Wellenteil ergab sich als Mittel aus 7 Versuchen: 
a —=4,9mm, —= 2,1lmm, + a2 = 7,0 mm 
7,0 2124000 
d damit: um = 92,7 
so daß: G=1r/y = 8334000 kg/cm’. 


Die völlige Uebereinstimmung dieser beiden Werte für @ beweist, daß das Fein- 
meßgerät sehr zuverlässig arbeitet. 


!) K. Huber, VDI-Zeitschr. 1923, S. 923, »Die Ermittlung der Schubspannungen und des Schub- 
elastizitätsmoduls mit Hilfe eines neuen Feinmeßgeräts.e — Eine genaue Beschreibung des Schubmessers 
gibt A. Föpp!l in den Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wissenschaften 1923, S. 109. 
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Es bedeutet demnach i mm der Skalenteilung eine Schubspannungsgröße 

= aan — 13,23 kg/cm?’, und da man bei der Ablesung gut bis auf '/o mm schätzen 

kann, so läßt sich der Mittelwert der Schubspannung längs einer Meßstrecke von 10 mm 

bis auf I bis 1,5 kg/cm? genau ermitteln, falls es gelingt, alle sonstigen Versuchsfehler 
auszuschalten. 

Das zusätzliche Reibungsmoment an dem beweglichen Einspannkopf, durch den 
das Drehmoment in die Welle eingeleitet wurde, war deswegen so gut wie ohne Einfluß 
auf die Versuche, weil die Winkeländerungen nicht von der Nullast aus, sondern inner- 
halb der Laststufe 500 bis 750 kg gemessen wurden. (In wenigen Fällen, da, wo es 
möglich war, wurde auch die Laststufe 750 bis 1000 kg benutzt.) Als brauchbar für die 
Miitelwertbildung wurden nur diejenigen Versuche angesehen, bei denen die Ablesungen 
vor der Belastung und nach der Entlastung ganz oder bis auf wenige Zehntel genau 
übereinstimmten. War die Nullablesung nach der Entlastung am linken Fernrohr um 
eben so viel größer (gegenüber der Nullablesung vor der Belastung) als diejenige am 
rechten Fernrohr kleiner war, so hatte während des Versuches eine Raumbewegung der Welle 
stattgefunden. Ein solcher Versuch wurde daher auch noch als einwandfrei angesehen. 

Auf S. 21 ist das Versuchsprotokoll für die Spannungsmessungen an den ver- 
schiedenen Stellen der Weile wiedergegeben. Die Uebereinstimmung der durch Rechnung 
und Versuch gefundenen Schubspannungen darf als befriedigend angesehen werden, wenn 
man bedenkt, daß die Rechnung nur eine Näherung darstellt, und daß die Versuche aus 
dem angegebenen Grunde nur mit einer verhältnismäßig sehr geringen L.aststufe vor- 
genommen werden konnten, bei der die Ablesungs- und sonstigen Versuchsfehler stärker 
ins Gewicht fallen als bei einer größeren Laststufe. 


Zusammenfassung. Es wird eine einfache, durch die Ergebnisse der Arbeit 
von Willers sowie durch diejenigen eigner Versuche gut bestätigte Näherungstheorie 
zur Berechnung der Spannungserhöhungen an den Uebergangsstellen von abgesetzten 
oder eingedrehten Wellen angegeben, die in so gut wie allen praktisch wichtigen l’ällen 
die wirklichen Verhältnisse mit einer für die technischen Anwendungen vollauf genügenden 
Genauigkeit wiedergibt. (Der Fehler beträgt im Durchschnitt weniger als -+ 5 vH.) 


\ 
| 
| | | 


[RAB92 7.20) 
Abb. 20. Abh. 21. 


ktwas größere Abweichungen, im Sinne höherer, errechneter Maximalspannungen, dürften 
sich bei unverhältnismäßig schroffen Uebergängen ergeben, d.h. also in solchen Fällen, 
die eine offenkundige Gefahr für die Konstruktion bedeuten, und die deshalb, auch weil 
sie sich stets vermeiden lassen, für die ausführende Technik nur von geringerem Interesse 
sind. Mit den in der Praxis gebräuchlichen Bezeichnungen der Abb. 20 und 21 lauten 
die Formeln für die Maximalspannungen: 
ı. Für die abgesetzte Welle nach Abb. 20: 
2M 1 3 (Ra + 00) (Ra + 2 00) (Ri — By — 09) (By + 6 09) 
2 Rı | Ra + 3 0 = 3 00 
In dem häufig vorkommenden Fall: A — ZA — 0 vereinfacht sich diese Formel zu: 
2M 3 (Rı + ©) 
2 (Rı + 2 00)" 
>, Für die mit einer Eindrehung versehene Welle nach Abb. 21 wird: 


T ınax er 


(Ro + 00)” 9 
(Ri — Ry) + (Ra + 00)” + 00 (Rı — Ra — 00) 
00 
Tınax = 
R3° R,: (Ra +2 09) 
Für die Welle mit Halbkreisrille (RA — Ay — 0) wird: 
2M 2 Rı 
T ax = 892 
Rı + 00 


| 

N 

3 

| 
Pr 


d 9, Heft 1 
Manlts 1929 Stein, Potentialtheoretische Untersuchungen über Magnetfelder 23 


Potentialtheoretische Untersuchungen über Magnetfelder 
in Transformatoren und über ihre Streuinduktivität 
speziell bei Zylinderwicklung.') 


Von GERHARD STEIN in Berlin-Oberschöneweide. 


en ursprünglichen Anlaß zu der Problemstellung der vorliegenden Arbeit bot eine 

Untersuchung von St. Bergmann‘), die das reine Eisenfeld in einem Rechteck- 

rahmen mittels konformer Abbildung behandelt, eine Aufgabe, die vorwiegend 
mathematischen Charakter hat. Da aber in vielen Fällen [z. B. für die in der Elektro- 
technik als Streuung°) bekannten Erscheinung] das Luftfeld mit in die Rechnung eingeht, 
seine Kenntnis mitunter sogar allein ausreicht, so machte es sich die vorliegende Arbeit 
schließlich zur Aufgabe, auch über den Verlauf solcher Luftfelder — und zwar ebener 
Felder — näheren Aufschluß zu gewinnen, insbesondere in solchen Fällen, in denen ein 
geschlossener Eisenrahmen vorliegt wie bei den üblichen Transformatoren. Der erste 
Schritt war der, ein vereinfachtes Modell dieses Rahmens kreisringförmig und die Strom- 
belegungen punktartig anzunehmen, was dann in Abschnitt 3 der Arbeit mit kreisbogen- 
förmigen Strombelegungen wirklich ausgeführt wird (vergl. auch die Feldbilder der 
Abb. 19 und 20 S. 46). Es war vorauszusehen, daß an diesem vereinfachten Modell, das 
aber der Rechnung durch Reihenentwicklungen nach Kreisfunktionen durchaus zugänglich 
war, die hauptsächlichsten Gesichtspunkte sich schon übersehen lassen würden. 


In der Tat ließ sich hiernach bei endlicher Permeabilität « eine exakte Feldunter- 
suchung, die sich auf die aus Fenster-, Eisen- und Außenraum bestehende Gesamtebene 
bezieht, durchführen, und es ergab sich das für die weitere Behandlung wesentliche Resultat, 
daß die Luftfelder in dem wirklichen Falle sehr großer u« in zwei Gruppen zerfallen. 


1. Solche, die auf dem Eisenrande senkrecht stehen (ihre Strombelegungssumme in 


jedem Luftgebiete muß gleich Null sein); 

2, solche, die am Eisenrande eine Tangentialkomponente der Feldstärke besitzen, 
aber mit einem durch die Verteilung der Gesamtbelegung auf‘ die einzelnen Luft- 
gebiete festgelegten Tangentialverlauf. 


Insbesondere der letzte Gesichtspunkt ist in der Literatur wohl noch unerwähnt. 
Erst durch diese Trennung nämlich wird man berechtigt, die Aufgabe näherungsweise 
als eine Randwertaufgabe für den Fenster-, bzw. für den Außenraum aufzufassen. 


Nach Aufstellung dieser allgemeinen Gesichtspunkte liegt deren Uebertragung auf 
eine der wirklichen Transformatorform mehr entsprechende rechteckige Rahmenform mit 
den rechteckigen Strombelegungen der Zylinderwicklung nahe (vergl. z. B. Abb. 16, S. 41). 
Da die dabei angewandte funktionentheoretische Methode von Einzelpolen ausgeht, so 
könnte als Belegungsform hier ebensogut eine Scheibenwicklung gewählt werden. Die 
Zylinderform war aber näherliegend, weil bei ihr die Rahmenform stärkeren Einfluß ausübt, 
und weil die Scheibenwicklung schon von Rogowski*) in anderer Weise behandelt ist. 


Während der zweite Teil der obigen Gruppeneinteilung hier nur prinzipiell dis- 
kutiert wird (13), ist der erste Fall für das Innengebiet des Rechteckrahmens wirklich 
durchgeführt (I 5), wie oben erwähnt als Randwertaufgabe, die übrigens durch elliptische 
Funktionen vollständig lösbar ist. Als Spezialfall und zur Abschätzung des bei genauer 
Berücksichtigung der rechteckigen Rahmenform schwer zu erfasseuden Außenfeldes, wird 
auch der einfachere Fall, daß das Feldgebiet von einer unendlichen Wand begrenzt ist, 
durchgerechnet (I 4). 

Als Anwendung dieser allgemeinen Feldberechnungen ergibt sich die Bestimmung 
derjenigen Teile der Transformatorinduktivität, die ohne genauere Kenntnis des Feldes 
im Eisen berechenbar sind; das ist in der Hauptsache die Streuinduktivität, da der Eisen- 


I) von der Falkultät für Allgemeine Wissenschaften der Technischen Hochschule Breslau, als 
Dissertation angenommen. Referent: Prof. Dr. Noether, Korreferent: Privatdozent Dr.-Ing. Hemmeterj. 

2) Bergmann, »Ueber die Berechnung des magnetischen Feldes in Einphasentransformatoren«, 
diese Zeitschr., Bd. 5 (1925). 

3) Die genaue Fassung dieses Begriffs findet man in II 1, S. 38 t. 

4%) Rogowski, Ueber das Streufeld und den Streuinduktionskoeffizienten eines Transformators 


init Scheibenwicklung und geteilten Endspulen. Dissertation, Danzig 1908, 
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fluß immer als ein beiden Wicklungen gemeinsamer erscheint. Zum Anschluß an die 
elektrotechnische Literatur geht bier eine kurze Diskussion des Streubegriffes voran (Il 1 
und 2), die aber nur bezweckt, die aus den behandelten Feldern berechenbaren Größen 
mit den elektrischen Transformatorgleichungen in Verbindung zu bringen. Die wirkliche 
Durchführung der Streuungsberechnungen benötigt dann noch eine Reihe von Integrationen 
(II 3 und 4). Endlich wird ein Teil der berechneten Felder aus den analytischen For- 
meln auch mittels graphisch numerischer Methoden zeichnerisch hergestellt (III). 
Während in dieser Arbeit nur ebene Feldberechnungen durchgeführt werden, müßte 
die genauere Erfassung der 'Transformatorfelder auf räumlichem Wege erfolgen. Daher 
rührt die Abweichung von rd. 10 vH zwischen der beispielsweise durebgeführten Be- 
rechnung und Messung einer Streuinduktivität (Ill). Immerhin ergibt die Rechnung als 
Resultat eine Korrektur der bekannten Kappschen Streuungsiormel, die qualitativ be- 
züglich der Abhängigkeit von den Transformatorabmessungen anwendbar sein dürfte. 


I. Ebene Feldberechnungen. 


1. Vorbereitende Betrachtungen. Ein Schnitt senkrecht zur Fensterachse des 
Zwei- bzw. Dreiphasentrarsformators ergibt ganz allgemein Längsschnittflächen durch 
den Eisenrahmen von der Form der Abb. 1 und 2. Sie zerfallen in die drei charak- 
teristischen Bereiche, den Fenster-, Eisen- und Außerraum bzw. in das Innen-, Zwischen- 
und Außengebiet!). Der Schnitt durch die Wicklungsdrähte stellt hierbei die sogenannten 
Strom- oder Wirbelbelegungen des zugehörigen Magnetfeldes dar, während der einzelne 
Draht einem isolierten, d. h. einem auf einen Punkt zusammengezogenen Wirbel ent- 
sprechen soll. Außerdem nehmen wir den Transformator in Richtung der l'ensterachse 
unendlich tief an, ersetzen ihn also durch einen unendlich langen Schacht. Somit ist 
das Transformatorenproblem auf eine ebene Aufgabe zurückgeführt. 


Zısenraum 


Außenraum 


[RAagoz 


Abb. 1. Abb. 2. 


Bei der analytischen Behandlung des Magnetfeldes bleibt die Orientierung eines 
Koordinatenkreuzes x, y in seiner Ebene zunächst offen. j sei die Strombelegung pro 
Flächeneinheit. Der magnetische Feldvektor 9 (in Gauß) und ebenso der Vektor der 
magnetischen Induktion B (in Gauß) liegen in der © y-Ebene. Es besitze ferner die 
Permeabilität des Eisens den konstanten Wert «, die der Luft den Wert 1. 9 und 8 
hängen alsdann im Luftraum durch die Gleichung =», im Eisenraum durch die Be- 
ziehung von einander ab. Außerdem ist bekanntlich überall divB=0. Auf 
Grund der letzten Gleichung existiert eine Flußfunktion % (x, y), so daß: 


ist. Wegen des Amperschen Gesetzes rot ) -- —- 0,47] kann man daneben außerhalb 
| 


schreiben. Die Hilfsfunktion 9 =/% ds, das magnetische Potential, ist so außerhalb der 
Belegungsgebiete definiert und liefert dort mit % zusammen die komplexe Funktion: 

Woraus sich eine komplexe Funktion: 


O2 


') Der UVebersichtlichkeit halber wurden hier diese Bezeichnungen eingeführt und im Folgenden 
verwendet. 


| 
| | 
fenster / | 
Frsenraum Außenraum 
4 
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ableiten läßt. Es gilt dann für %(z) wie auch für vw (x,y) und (x,y) die Laplace- 
sche Diifferentialgleichung: I%5 = 0 bzw. Jv=0 und 


Innerhalb der Belegungsgebiete hingegen, wo stets rot = — 0,47] ist, hat die 
Aufstellung einer Potentialfunktion % (x, y), also auch die einer komplexen Funktion % (2) 
keinen Sinn. Es bleibt nur der Realteil w(x,y) eindeutig definiert und genügt der 
Gleichung: — 0,47]. 

Deshalb beginnen wir überall mit der Berechnung elementarer Magnetfelder, in 
welchen nur isolierte Wirbel vorgegeben sind. Sie erscheinen in der zugehörenden kom- 
plexen Funktion f(z) als logarithmische Pole. Der Uebergang zu den Feldern verteilter 
Wirbelflächen geschieht durch Integration über jene Elementarwirbel. Sie führt zunächst 
auf die Felder von Wirbellinien, deren komplexe Funktion speziell mit d 5 (z) bezeichnet 
werde. d%(z) ist überall im Magnetielde bestimmt, wenn wir einen Durchgang durch 
die zugehörigen Wirbellinien ausschließen. 


Für die Flußfunktion (x, y) gelten im Innen-, Außen- und Zwischengebiet ge- 
trennte analytische Ausdrücke %;, welche insgesamt durch folgende Uebergangs- 
bedingungen zusammenhängen: An der Eisenoberfläche geht die Tangentialkomponente 
der Feldstärke S: und die Normalkomponente der Induktion B, stetig über, d.h. es ist: 


Hrläsen Hluft,  ByEisen _ also I (4). 

u 
Soll eine Flußfunktion in einem abgeschlossenen Gebiete bestimmte Randbedingungen 
erfüllen, so läßt sich das unter Umständen durch geeignete Fortsetzung erreichen. Eine 
solche kann einer Wirbelverteilung außerhalb des gerade in Frage kommenden Raumes 
entsprechen. 


Bei uns stelle die Grundfunktion w, das Feld ohne Eisenkörper dar. Wir nennen 
es das Grundfeld. Unter Berücksichtigung der vorgegebenen Randbedingungen tritt dann 


für das Fenster zu %, eine Zusatziunktion %,, deren Ansatz eine Polverteilung außerhalb 
des Innengebietes zugrunde gelegt werden muß; d.h. 


wobei ws eine nicht im Außengebiete liegende Polverteilung bedeutet. Die Flußfunktion 
is des Eisengebietes schließlich besitzt eine Polverteilung im Innen- und Außengebiet. 


Für die der Flußfunktion $ zugeordnete komplexe Funktion gilt eine entsprechende 
Zerlegung; d.h. wir definieren im elementaren Magnetfelde die Grundfunktion /, (z) und 
bilden für das Innen-, Außen- und Zwischengebiet die Funktionen: 


2. Feld beim Kreisring. Vor der Behandlung 14 z=£bene 
der durch die Abb. 1 und 2 gekennzeichneten all- 
meinen Modellformen soll eine Reihe von allge- 
meinen Eigenschaften an dem einer mathematischen 
Behandlung besonders zugänglichen konzentrischen 
Kreisringe (Abb. 3) entwickelt und veranschaulicht 
werden. Hierbei gehen wir von einem elementaren 
Magnetfeld aus und beschränken uns zunächst auf - 
eine einzige vom Strome J durchflossene Windung, 
welche durch einen positiven Pol im Innen- und 
einen negativen Pol im Außengebiet vertreten wird, 
die beide auf der &- Achse angenommen sind. 
0, und seien ihre Abstände vom Punkte M; 
und R, bezeichnen die Radien des Kreisringes. Seine 
Ebene sei durch z=2-+/y= rei” gekennzeichnet. | 
Dann lautet die Grundfunktion: Abb. 3. 


fo (2) = 0,2 J[log (2 — 01) — log (2 — @.)]- 
Wir entwickeln diesen Ausdruck in bekannter Weise im Gebiete 9, < 2 <o, in eine 
Laurentsche Reihe, welche dort konvergiert, und setzen die oben eingeführten Funk- 
tionen fı (2), f (2) und / (z) in entsprechender Form an, schreiben also: 


Außengebret 


| 
| 
x 
— 
; 
| 
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) m \m 
0,27 |10g2 — (*) + log (— 0) + 
m 


1 
1 
fa (z) Po log = — „m . . . . . . . . . . . (7 Cc), 
1 
m==] 


Diese Darstellung kann auch folgendermaßen gedeutet werden: 


Die Felder ven fo(2), fı (2), f22) und /s(z) lassen sich im Gebiete  < 2 <®@ 
durch eine Folge von in den Punkten 0 und » gelegenen Ein- und Mehrfachpolen er- 
zeugen. Es enthält nämlich z. B. eine Funktion «a, log 2 je einen einfachen Pol in jenen 
beiden Punkten, eine Funktion a,/? einen Dipol im Nullpunkt, eine Funktion b, 2 einen 
gleichartigen im Punkte =, und allgemein bedeutet «,'=” einen 2 m-fachen Pol im Null- 
punkte, d„*2” einen gleichartigen im Punkte «. 

Außerdem hat jedes Glied in den Reihen (7) die Form: 


Um = konst. konst. m eFimd 


Damit hängt es zusammen, daß man die Randbedingungen (4) bereits erfüllen kanpr, in- 
dem man nur je die zu gleichen Index m gehörigen Glieder der vier Reihen geeignet 
zusammenfaßt. Die Eindeutigkeit dieser Lösung läßt sich mittels bekannter potential- 
theoretischer Methoden beweisen '). 

Deshalb können wir unsere Untersuchungen im allgemeinen auf zwei Elementar- 
felder beschränken, indem wir einen 2 m fachen Pol einmal in das Innengebiet. das andere 
Mal in das Außengebiet legen. Daneben bedarf nur noch das erste Glied a, logz einer 
gesonderten Betrachtung, da dieses gleichzeitig je einen einfachen Pol in beiden Be- 
reichen enthält. 

So wird zunächst das Feld eines 2 m-fachen Poles im Nullpunkte mit der Grund- 
funktion u) — — nach den Gl]. (6) und (7): 


.. 


3 

. . Um 

im Zwischengebiet durch: u‘) — 7,2” + (Se) 


„m 


dargestellt. In reeller Form schreiben sich die zugehörigen Flußfunktionen: 


coomd, An: cosmd 


2 m 


— r" cos m 


77 


Sind nun Ö” und S%) die Komponenten der Feldstärke in Richtung des Radius und 
senkrecht dazu, so lauten hier die Randbedingungen (4) für r= A bzw. r= A: 


Stetigkeit von — — ,  Stetigkeit von DV —=u dh. also: 


Or 
Am R m — ] Om & R __ (im R m—- | __ Am 
Im Im Om 


Die vorstehenden vier linearen Gleichungen für @,, Pu, 7, Om lösen wir nach diesen 
(Größen auf, schreiben zur Abkürzung: 


N=1-+ 11-(2) [Ve - 
4 Ra | Vu 


Siehe Riemann-Weber, Frank-Mises, >»Die Differential- und Integralgleichungen der 
Mechanik und Physik«. Teil II, S. 352 f. 


und erhalten: 


| 

| 
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1 R, m 1 
Am 4 Ra 


Om "ig 1 — 1/u 
= 


Wir setzen diese Ausdrücke in die Gl. (8) ein und finden so, für einen 2 n-fachen Pol 
im Nullpunkte: 


1 R, 2m 1 
1 m 4 (z ) (« ) 
\ Ra 7 
u 1m A, zm + Am >) N (10 b), 
(:) 1 
Us Im „m N (10e), 
1 1 1+1/% 1 — 1/u 
U, > Am N N . . j ( l () d). 


Für m = 0 gelten diese Gleichungen nicht. Im allgemeinen ragen sie aus: 
Es erscheinen sowohl Glieder mit einem Faktor «a,. 1/z”' als auch solche mit «,, (>) i 


Die erstgenannten Ausdrücke gehen aus dem Grundfeld heıvor, bedeuten also eiren 
2 m-fachen Pol im Nullpunkte. Die zweiten entsprechen einer Spiegelung ') dieses Grund- 
feldes am Kreise mit dem Radius # und enthalten so einen 2 m-fachen Pol im Punkte &. 
So erkennt man, daß das im Fenster erzeugte Grundfeld teils am Innenkreis 77, gespiegelt 
wird, teils in das Eisen eindrirgt, wo am Außenkreise R, eine zweite Reflektion statt- 
findet, und daß nur der nicht reflektierte Teil des Grundfeldes in den Außenraum ge 
langt. Das Eisen schirmt also einen Teil des Grundfeldes nach außen hin ab. 


Für die effektive Wirkung von Reflektion und Abschirmung ist in den ent- 
2m / 2 
sprechenden (rliedern der Nenner N=1-+ (2) d. h. aber im 
2 u 


Rs Rı 


wesentlichen die Größe (° )« überall charakteristisch °). Wir sehen aus ihnen, daß 


bei Vertauschung u mit 1/u« das Maß des Reflektion sein Vorzeichen ändert. D.h. beim 
Uebergange von einem Gebiete mit kleinerer Permeabilität nach einem solchen mit größerer, 
also z. B. von Luft in Eisen, muß mit positivem Vorzeichen gespiegelt werden, im ent- 
gegengesetzten Falle mit negativem. Reflektion und Abschirmung verschwinden für jedes 
« im Falle A, = KR, und bei endlicher Breite des Kreisringes für u=1. Es erscheint 


in allen drei Gebieten nur das Grundfeld wi Der Fall «— 0 ist physikalisch nicht zu 


verwirklichen. Dagegen bleibt bei den praktisch vorkommenden Sättigungsgraden im 
Transformator « im Eisen immer sehr groß gegen 1, sodaß im Falle 7, |: A, mit dem 
idealen Grenzfall #«— » gerechnet werden kann und zwar nach (9), mit um so größerer 
Genauigkeit, je größer m ist. Der Grenzfall u— » ist demnach für uns von ganz be- 
besonderer Bedeutung. Für ihn besitzt unsere komplexe Funktion nur im Innengebiet 
endliche Werte und nimmt dort gemäß Gl. (10b) die Form: 


an. 
Genau entsprechendes gilt, wenn der Pol im unendlichen liegt unter Vertauschung 
von Innen- und Außengebiet. Es reduziert sich dann das Feld des Außengebietes für 
den Grenzfall «— » auf die komplexe Funktion: 
(z) = Din 2” Dun . . . . . (12). 


In den Gl. (7) erscheinen auch Funktionen log z; du logz, welche noch nicht behandelt 
wurden. Wendet man auf diese Glieder die Randbedingungen (4) in derselben Weise 
wie oben an, so folgt für alle drei (rebiete: 


uno (z) = (z) (z) = log (13). 


I) Die Definition der Spiegelung findet man z.B. bei Hurwitz-Courant, Vorlesungen über 
Allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funktionen, $. 327. 
9) Vergl. auch Frank-Mises, Bd. II, S. 335 f. 
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Für die Felder der beiden «, log z entsprechenden Pole im Nullpunkte und im Punkte » 
ist also keine Schirmwirkung des Eisens vorhanden. Wir erhalten ein reines Zirkulations- 
feld, dessen Feldstärke mithin auf dem Rande des Kreisringes konstant ist, tangential 
verläuft und welches von dessen Permeabilität « vollkommen unabhängig bleibt. Es 
unterscheidet sich demnach auch für den Grenzfall «— © nicht vom Grundfelde. 
Faßt man die Gl. (11), (12) und (15) für alle m er setzt überall 


Mm m 03 


so kann man sie summieren und erhält für u > »: 


1 m 1 07 m 
J log z— 2 ( ) — 2 konst. 
z 


(14a) 
—-02J log (2 + log (: —+- konst. 
und ebenso: 
= 0,2 J| log (2— 03) + log (: (14b), 
(z) = 0,2 Jlogz + konst. (14). 


Diese Resultate für den Grenzfall «> » gelten BEN den Superpositionsgesetz 
für jede beliebige Polverteilung und gestatten folgende Schlüsse, die sich später auf 
allgemeinere Bereiche übertragen laseen werden: 

Gemäß den Reinentwicklungen (14a) kann man die Magnetielder beim Kreisring 
in solche, bei denen das Glied 0,2 Jlogz = a logz auftritt, und in solche bei denen es 
nicht vorhanden ist, d.h. in Felder mit endlicher und mit verschwindender Polsumme!) 
zerlegen. 

Bei Feldern mit endlicher Polsumme in jedem Luftgebiete besteht das Eisenfeld 
nur aus dem reinen Zirkulationsfeld a, logz und ist ihr seiner Größe nach proportional. 

Die Luftielder müssen demnach auf dem Eisenrande eine konstante und der Pol- 
summe gleichfalls proportionale Tangentialkomponente der Feldstärke besitzen, da diese 
dort stetig in das Eisen übergeht. 

Bei Feldern mit verschwindender Polsumme in jedem Luftgebiete verschwindet 
auch das Eisenfeld und in jedem Luftbereich die Tangentialkomponente der Feldstärke 
auf dem Rande. Er bildet also dort eine Aequipotentiallınie. Diese Randbedingung tritt 
hier an Stelle der Gl. (4). Da in den Reihenentwicklungen ein Glied a, log z jetzt weg- 
fällt, so erhält man die analytische Darstellung der Luftfelder allein durch Spiegelung 
der im Innern vorgegebenen Polverteilung am Rande [vergl. Gl. (14)]. 


3. Felder bei allgemeinen ebenen Rahmenformen. Die Längsschnitte durch 
den Rahmen eines Transformators enthalten zwei- und mehrfach zusammenhängende 
Eisenbereiche (vergl. Arb. 1 und 2). Für die Berechnung der zugehörigen Magnetfelder 
stehen prinzipiell verschiedene Methoden zur Verfügung: 


Sie können einmal wie am Kreisring ermittelt werden. Die dort bei der Behand- 
lung der allgemeinen Aufgabe auftretenden Potenzreihen zerfallen bei Zerlegung in Real- 
und Imaginärteil in solche von trigonometrischen Funktionen. An deren Stelle müssen 
hier andere der jeweiligen Rahmenform angepaßte Eigenfunktionen treten, aus welchen 
alsdann die gesuchte komplexe Funktion in bekannter Weise konstruiert werden kann’). 

Ein weiterer Lösungsweg könnte sich darauf stützen, daß .die konforme Abbildung 
die Randbedingungen (4) unverändert läßt. Man müßte dann von einer Vergleichsform 
ausgehen und z.B. die für den Kreisring berechneten Magnetielder, sowie die dort 
gezogenen Schlüsse auf alle die Gebiete übertragen, welche sich auf seine drei Bereiche 
gemeinsam konform abbilden lassen. Nun ist aber eine Funktion, mit deren Hılfe die 
konforme Abbildung von Fenster-, Außen und Eisenraum eine Längsschnittsform, Abb. 1, 
auf die entsprechenden Abschnitte des Kreisringes in eindeutiger Zuordnung geleistet 

!) Polsumme entrpricht dem mathematischen Begriff »Summe der Residien«, dem elektrotechnischen 
»Summe der Amperwindungen«, 

3) Vergl. Bergmann. »Ueber die Entwieklung der harmonischen Funktionen der Ebene und des 
Raumes nach Orthogonalfunktionen « Dissertation. Berlin 1922. Mathemati-che Annalen, Bd. 86, S. 283 1. 
— Bergmann, >Ueber die Berechnung der Temperaturverteilung im Rotor einer Dynamomaschine«, 
Diese Zeitschr. Bd. (1928), S. 402 bis 413, 


i 
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wird, für Bereiche mit singulären Randpunkten, also z. B. für den rechteckigen Rahmen, 
Abb. 4a, nicht vorhanden). Das Gleiche gilt natürlich für den Fall Abb. 2, in welchem 
Längsschnittiormen mit dreifach zusammenhängenden Eisenbereichen aufeinander abzu- 
bilden wären. Auch hier müßten wir von einer noch zu wählenden Vergleichsform 
ausgehen. 

Wir beschränken uns deshalb von vornherein auf den Grenzfall « > © und über- 
tragen die beim Kreisring abgeleiteten Prinzipien in folgender Weise: 


a) Auf dem Eisenrande ist nach (4): ag = Br 


er muß stets endlich sein, da in dem Luftraum nur endliche Flüsse austreten 


können. 
Dann geht auf dem Eisenrande wegen «u > © die Normalkomponente der Feld- 


is 1 
stärke _ 1 gpison, 


Demnach sind die Grenzen eines jeden Rahmens, Abb. 1 und 2, für das Magnetfeld 
des Eisengebietes als Flußlinien anzusehen. Diese Schlußweise setzt voraus, daß die aus 
der Luft in das Eisen eintretenden Flüsse klein sind gegenüber dem vollkommen im 
Eisen verlaufenden Fluß. 


b) Wir schicken ferner den bekannten Satz aus der Potentialtheorie voraus, nach 
welchem die Gesamtintensität einer in der ganzen Ebene vorgegebene Polverteilung ver- 
schwinden, also z. B. im Falle Abb. 1 die Stärke der im Innengebiet befindlichen Wirbel- 
verteilung entgegengesetzt gleich der entsprechenden des Außengebietes sein muß. Dieser 
Satz deckt sich mit der selbstverständlichen Voraussetzung, daß wir es überall mit 
geschlossenen Windungen zu tun haben, daß also die ein Fenster der Abb. I und 2 
passierenden Ströme durch das Außengebiet bzw. durch ein etwa vorhandenes zweites 
Fenster zurückkehren müssen. 


c) Für die Rahmenform, Abb. I, haben das Ergebnis aus a), sowie der unter b) 
genannte Satz folgende Bedeutung: 

Das Feld ihres Zwischengebietes ist seiner Stärke nach der Gesamtintensität 
einer im Innen- und Außengebiet vorgegebenen "Wirbelverteilung proportional und 
unabhängig von deren Lage. Es kann also als Normalfeld bezeichnet werden. 

Zur Erläuterung des vorstehenden Satzes bemerken wir, daß zunächst für den 
Kreisring in der Gl. (14c) ein solches Normalfeld existiert, indem es mit dem 
reinen Zirkulationsfeld 0,2 Jlogz identisch ist Es läßt sich alsdann mit Hilfe 
einer konformen Abbildung, welche die Randfeldlinien ineinander überführt, auf 
jedes durch Abb. 1 gekennzeichnete Zwischengebiet übertragen ’), besitzt dort 
also wie beim Kreisring die eingangs genannten Eigenschaften. 


d) Für eine Rahmenform, Abb. 2, also für ein dreifach zusammenhängendes 
Zwischengebiet, lassen sich, wenn wir die unter b) und c) ausgesprochenen Sätze sinn- 
gemäß erweitern, zwei voneinander unabhängige Normalfelder definieren. Hierfür legen 
wir z.B. eine Polverteilung mit endlicher (resamtintensität einmal in das erste, das andere 
Mal in das zweite Fenster, wobei jedesmal die Gegenpole im Außengebiet erscheinen 


® 


Ahh. 4a. Abh. 4h. 


(vergl. Abb. 4a und 4b). Aus den beiden Normalfeldern können wir alsdann alle für 
u > © im Zwischengebiet vorkommenden Feldverteilungen linear zusammensetzen. Von 
diesem aus der Potentialtheorie bekannten Satze hat bereits St. Bergmann bei der 


) Vergl. Caratheodory, »Ueber die gegenseitige Beziehung der Ränder des Innern einer 
Jordanschen Kurve bei der Abbildung auf einen Kreis.< Mathemathische Annalen, Bd. 73, S. 305—320. 

*) Den Beweis der eindeutigen Existenz solcher Abbildungen findet man bei schottky: »Ueber 
die konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener Flächen.“ Journal für reine und angewandte 
Mathematık, Bd. 83 (1877), S. 300 f. 
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Berechnung des Magnetfeldes im rechteckigen Rahmen eines Dreiphasentransformators 
Gebrauch gemacht '). 


e) Für ein p-fach zusammenhängendes Eisengebiet läßt sich im Anschluß an die 
unter ce) und d) gemachten Ausführungen leicht die Existenz p— 1 voneinander unabhängiger 
Normalfelder nachweisen, welche übrigens je in mindestens zwei getrennten Luftbereichen 
liegen und dort eine von Null verschiedene Gesamtintensität besitzen müssen. Diese p — 1 
Normalfanktionen sind ein Analogon zu den n-Leiterpotentialen, aus welchen Plemelj?) 
die allgemeine Lösung der zu dem elektrischen Felde von n getrennt liegenden Induktoren 
gehörigen Integralgleichnung zusammensetzt. 

Fürp=1, d.h. in einem einfach zusammenhängenden Eisenbereich darf nach dem 
hier ausgesprochenen Satze kein Normalfeld vorhanden sein. Da nämlich nur endliche 
Flüsse aus dem Eisen in den Luftraum hinaustreten können, so muß im ersteren für den 
Grenzfall «> » die Feldstärke überall verschwinden. 


f) Mit den unter ce), d) und e) definierten Normalfeldern ist auf dem Eisenrande 
überall bestimmt. 
- Luft 


Nach Gl. (4) haben wir zu setzen. 


Also ist auf der Grenze jedes Luftbereiches die Tangentialkomponente der Feldstärke 


9." überall unabhängig von der lage der Pole im Innern vorgegeben. Diese Verteilung 


t 
von 9." kann statt der GI. (4) eine notwendige und hinreichende Randbedingung für 


die Felder des Innen- und Außengebietes bilden. 


g) Die Normalfelder verschwinden entsprechend ihrer unter c), d) und e) gegebenen 
Definition, sowie unter Berücksichtigung des unter b) genannten Satzes nur für den Fall, 


daß in jedem Luftbereiche die Gesamtintensität der dort vorgegebenen Polverteilung den 


Wert Null besitzt. Dann ist nach (4) auf dem Eisenrande uf _ 0. Er bildet also eine 


Aequipotentiallinie des zugehörigen Magnetfeldes. 


Deshalb ermöglicht die Zerlegung des für einen Luftbereich gesuchten Magnetfeldes 
in ein Feld mit endlicher und in ein solches mit verschwindender Gesamtintensität der 
Pole im Innern, in welchem also der Eisenrand eine Aeguipotentiallinie bildet, einen 
besonders einfachen Uebergang von den oben am Kreisring durchgeführten Feldberechnungen 
zur Lösung allgemeinerer Aufgaben. 

Diese Eigenschaft nämlich bleibt erhalten, wenn z. B. das im Fenster einer all- 
gemeinen Längsschnittsform, Abb. 1 und 2, definierte Feld auf das Innengebiet des Kreis- 
ringes abgebildet wird; d. h. das entsprechende Magnetfeld im Kreisringfenster ist ortho- 
gonal zur Eisenoberfläche. Seine komplexe Funktion enthält also nach den Ausführungen 
auf Seite 28 neben einer Polverteilung im Innern nur deren am Rande gespiegeltes Bild. 
Das Gleiche muß dann auch für das Luftgebiet, von welchem wir ausgingen nach dem 
Spiegelungsprinzip von Bernhard Riemann und H. A. Schwarz’) gelten, wenn wir 

die eben angegebene konforme Abbil- 

ee dung rückwärts verfolgen. Auch hier 

Pe, werden so wie beim Kreisring alle Funk- 
tionswerte am Rande mitgespiegelt. 


— Für die Berechnung der unter c), d) 

und e) genannten Normalfelder ist be- 
[RAB8025] reits von St. Bergmann‘) durch die 
Abb. 5. Abb. 6. Aufstellung des Magnetfeldes eines recht- 

) St. Bergmann, »Ueber «die Bestimmung der Verzweiguugspunkte eines hyperelliptischen 


Interrals aus seinen Periodieitätsmoduln mit Anwenduneen auf die Theorie des Transformators.« 
Mathematische Zeitschrift 1923, Bd. 19, S.8 f. 
Plemelj, »Potentialtheoretische Untersuchungen.« Preisarbeit. Leipzig 1911. 
Plemelj, »Ueber lineare Randwertaufgaben der Potentialtheorie.«< Monatshefte für Mathematik 
und Physik, Bd. V (1904), S. 372 f, S. 389. 
3) Verel. Hu rwitz-Courant, »Vorlesungen über allgemeine Funktionentheorle und elliptische 
Funktionen.« S. 349 und 374. 
*, Bergmann, »Ueber die Berechnung des magnetlechen Feldes in Kinphasentransformatoren.« 
Ztschrft. f angew. Math. u. Mech., Bd. V (1925), S. 319 1. 
Bergmann, »Ueber die Bestimmung der Verzweizungspunkte eines hyparelliptischen Integrals 
aus seinen Periodieitätsmoduln mit Anwendungen auf die 'Theorie des Transformatora.«< Math. Ztschrft., 
Bd. 19 (1923), S.8 £. 
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eckförmigen Rahmens mit zwei- und dreifach zusammenhängenden Zwischengebiet (siehe 
Abb. 5 und 6) ein Beispiel geliefert worden. Diese Normalfelder nämlich können auch 
näherungsweise mit Hilfe von konformen Abbildungen zusammengesetzt werden, in welchen 
im allgemeinen nur elliptische Funktionen auftreten '). 

Die Berechnung der Eisenfelder‘ in den meistens ausgeführten Rahmenformen 
(Abb. 5 und 6) ist also im allgemeinen geklärt. Deshalb wollen wir uns im Folgenden 
auf die Untersuchung ihrer Luftfelder beschränken, deren Kenntnis auch zur Ermittlung 
der Streuung ausreichen wird. 


4. Feld bei ebener Wand. Bei fast allen bisher veröffentlichten Berechnungen 
des Magnetfeldes im Lujitbereich eines Transformators ist der Einfluß eines Schenkels 
und seiner Wicklungen vernachlässigt 


und statt des anderen eine unendlich 2-£bene 

große und ebene Wand betrachtet. Für nn: 

diesen Fall soll hier die exakte Feld- O_ 7 5 9 

berechnung durchgeführt werden. | IN 
Wir beschränken uns auf den ° | © 

Grenzfall „Eisen © und stellen vorerst 2 nassen] 7 

das Feld einer einzigen vom Strome J J 

durchflossene Windung auf, d. h. der / 

Pole in den Punkten und & au 


der rechten bzw. auf der linken Seite Abb. 7. Abb. 8. 

der Wand (siehe Abb. 7). Außerdem 

denken wir uns vorübergehend das vorliegende Modell als Grenzfall eines Kreisringes 
mit unendlich großem Radius. Dementsprechend ergibt die Uebertragung des Beweises 
auf Seite 25, daß die Tangentialkomponente der Feldstärke auf den Grenzen 
der einzelnen Bereiche konstant ist. Dann aber verschwindet sie, da das über den un- 
endlich langen Eisenrand erstreckte / Ö d8 einen endlichen Wert besitzt (Amperesches 


Gesetz). Mithin werden die beiden Luftgebiete von Aequipotentiallinien begrenzt und 
ihre Magnetfelder dürfen nach der Schlußweise auf Seite 30 (g) 


mit Hilfe des dort angegebenen Spiegelungsverfahrens ermittelt / [u 
werden. So können wir unsere Untersuchungen auf den rechts 73 Eu 
der Wand gelegenen Bereich beschränken und dessen Feld FH 4] 
durch Einzelpolpaare nach Abb. 8 darstellen, wobei die Ordi- 
nate des Achsenkreuzes mit dem Eisenrande zusammenfällt. Die 7 „13 | 
zubehörige komplexe Funktion lautet: x 
Wir schreiben {= und berechnen zunächst das al | 
Feld einer zur Ordinate parallelen und zur x&-Achse symme- 
trischen Wirbellinie im Abstande von der Wand mit der IE 
Länge 20, bzw. eines Belegungsstreifens von der Breite AS 
(s. Abb. 9). Zu der entsprechenden komplexen Funktion d % (z) [Rr83023) 5 
gehöre die Flußfunktion d w — Realteil {d (z)}-: Der Strom eines 
Streifenelements von der Höhe An hat die Größe: ir 


Wir gehen wie in (3) zu der d ,5 (2) entsprechenden Feldstärkefunktion d © (z) 
über, nennen d 9, und d 9, die zugehörigen Komponenten der Feldstärke, setzen bei der 
Integration über 7 aus Symmetriegründen für {© den Wert von £ ein und bilden mit Hilfe 
von (15) und (16): n=+o 


| 


dz dz 


k bedeutet hierbei eine ganze Zahl, während wir unter den Arcustangenten Hauptwerte 


verstehen wollen. Da d 9, anf dem Eisenrande, z.B. für 2— 0 verschwinden muß, so 
erhält man k— — 1. 


!) Vergl.Bergmann, Ueber die Berechnung des magnetischen Feldes in Einphasentransformatoren. « 
Diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 319f. 
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Die Flußfunktion % einer verteilten rechteckförmigen Belegung gegenüber unserer 
Wand (Abb. 10a) läßt sich nach Abschnitt 1 nur außerhalb der Belegungsflächen als 
Realteil einer komplexen Funktion ermitteln. Deshalb zerlegen wir bei der Darstellung 
von % innerhalb des Streifens —A<y<-4 die Strombelegung entsprechend den 
Abb. 10b und 10c und ordnen ihnen bzw. die * Funktionen %7 und %7 zu, d.h. 


Die einem Streifen dieser Belegungen zugeordneten Funktionen erhalten sämtlich sinn- 


gemäß dieselben oberen Indices I und II. Alsdann bilden wir zunächst für das Feld 
Abb. 10b mit Hilfe von (17): 


- - 
= lim | arctg + arctg 
8 8 
j 
xixIixixix AIxIixIx 1x / = 
x 
4 /7 | 
Abb. 10a. Abb. 10b. Abb. 10e, 


Beim Durchgang durch einen Belegungsstreifen in Richtung von & <! nach E<x 
ändert sich bekanntlich um —0,4rjAE; deshalb ist it 
D9’—= —0,4rj-AE, im Falle einer durchgehend unendlich langen Belegung entsteht 
also ein reines Parallelfeld, welches überdies zwischen ihr und dem Eisenrande ver- 
schwindet. Demgemäß schließt man: 

Für o<xe<a: S!/=0, 


(19). 


» 


Wobei über die bei der Integration von ,’ auftretende unbestimmte Konstante durch die 
"orderung w’=0 für © —=a verfügt worden ist. 


Weiterhin folgt nach (17) für das Feld Abb. 10c zwischen „= —4 und y—= +4: 


und schließlich: 
E=b 
— fd —/ Realteil { ifd G’(z)dz} 


- Realteil fi 0,15 1) +XR+(— 1)" (— 1) +(— +(— 1)Pa)| (20), 
aß 
+ (— 19 (2+(— N’ [A + (— 1)? + (— 1)? + konst. 


wobei für « und 9 jeweils die Zahlen | und 2 einzusetzen sind. 


(2 — a)? 
2 
| 
| 
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Die in den Gebieten y< — A und +4<<{y der Abb. 10a gültige Flußfunktion % 
hat dann dieselbe Form wie ’ in (20). 


5. Innenfeld beim rechteckigen Schacht. Bei der Berechnung des Magnet- 
feldes im Fenster eines rechteckigen Rahmens (Abb. 5 und 6) beschränken wir uns 
von vorn herein auf den S$. 30 (g) behandelten Fall, daß bei „Eisen >» die Ge- 
samtintensität der in jedem Luitbereiche vorgegebenen Polverteilung den Wert Null be- 
sitzt. Somit erhält man nach 3a die komplexe Funktion f (z) 
des zugehörigen elementaren Magnetfeldes durch fortgesetzte y 
Spiegelung seiner beiden Pole [ı und (, (siehe Abb. 11) an 
allen vier Rechtecksseiten. Die Pole und bedeuten 
hierbei zwei von den Strömen +J und —.J durchflossene 

N 


Windungen. Gleicherzeit seien alle Abmessungen auf die er 
Fensterbreite D= I reduziert, so daß seine Höhe den Wert 
2r annimmt. Durch die Spiegelung entsteht ein doppel- 
periodisches Polgitter (Abb. 12). Da alle Funktionswerte 
mitgespiegelt werden, so ist /(z) eine doppelperiodische ie re 
Funktion mit einem primitiven Periodenrechteck von der ; Y | 
Länge 2 und der Höhe 47. Sie läßt sich außerdem aus EEE EEG 
l,ogarithmen von Funktionen, deren Nullstellen in den Polen | 
des Gitters (Abb. 12) liegen, linear zusammensetzen. Als a 

solche sind uns mit Hinblick auf die Periodizität dieser Pol- Abh. 11. 
verteilung die elliptischen Thetafunktionen !') bekannt. Eine 

jede von ihnen besitzt ein einfaches Gitter von Nullstellen, von denen also in ein 
primitives Periodenrechteck (2,47) immer nur eine fällt. Entsprechend der Anzahl der 
dort vorgegebenen Pole wären ‚deshalb zur Aufstellung von f(z) acht Thetafunktionen 
notwendig. 


4 | 
® ® ® ® [0) ® ® ® 
+ 
® ® 6) ® © © ® ® ® 
+t2ıkr 
6) 
| | ® 
© [0] 
#*ZLITT 
6) ® I ve 6) 
Iv 52 [6) 9% ” oelo ® | f6) 
| | RZ 4 > 
-2 -7 | +20 +20 
| 
® 
| ® 
ZIT: -Zir! 
® ® © ® © © ® ® © 
+ 
IRA 880 7,12.) 1%] | 
Abb. 12. Alb. 13. 


Diese Zahl läßt sich auf die Hälfte reduzieren, wenn nur Felder von zur x-Achse 
symmetrischen Belegungsflächen (Abb. 15a) berechnet werden. Dann dürfen wir nämlich 


in mit und mit vertauschen, ohne das Resultat der nachfolgenden Inte- 
grationen zu verändern. Die so definierte neue Funktion von f(z) besitzt ein periodisches 


') Siehe Krause, >Elliptische Funktionen« 8. 32. 


| 
| 
N 
4 
| 
/ 
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Polgitter (Abb. 13) und hat für uns nur mathematische, nicht aber physikalische Bedeu- 


tung, da sie die eingangs gestellten Randbedingungen nicht mehr erfüllt. f(x) bleibt eine 
doppelperiodische Funktion, jedoch mit einem primitiven Periodenrechteck von der Länge 2 
und der Höhe 2r. Es ist also halb so hoch als in Abb. 12 und enthält demgemäß nur | 


die vier Pole in den Punkten [, &, 1 —{ und 1— 5. Dementsprechend läßt sich / (z) 
aus vier Logarithmen je einer Thetafunktion linear zusammensetzen. Es liegen nämlich!) 


in den Periodenpunkten die Nullstellen der Funktion in | 


G-+20-+2kir jene von r), in +2e@-+2kir jene von % 
und endlich in +20-+?2kir jene von %; r). Hierbei verstehen wir unter '): 


9 ll (1 —greird)(1 „ (21a), 


w=1 
wobei g= — bedeutet. 


Aus diesen Funktionen bilden wir: 


= 0,2 ( +10g9: ( 2 —10g9ı 1089, ( 2 (22). 


Unter Rückkehr zu den wirklichen Dimensionen (Abb. 15) erscheint Gl. (22) in 
folgender Gestalt: 
(*,, 


) 
Wir setzten tin; 
und berechnen nun- 


y Belegungssfreifen 2 


/ re mehr das Feld zweier zur y-Achse 
paralleler und zur x&-Achse sym- 
7) metrischer gleichlanger Belegungs- 
T streifen (Abb. 14). Die Breite des 
% 1 SE einen sei die des anderen 
/ J/&,, während ihre Stromdichten 
7 Ä bzw. 3) genannt sein sollen. | 
4 Da nach unseren Voraussetzungen ; 
/ | verschwinden muß, so folgt für den 
A Strom J eines Streifenelementes: 
So kann die Funktion f(z) aus 
XJE;, | Y Gl. (22) einem aus den beiden 
7 Streifen ausgeschnittenem Elemen- 
| 7777. tenpaare zugeordnet werden, wel- 
oe | besitzen soll. Weiterhin gehöre zu i 
den beiden Belegungsstreifen Ab- 
Abb. 14. bild. 14 die Flußfunktion dp, die 


') Siehe Krause, >»Klliptische Funktionen« S. 29 f. 

’, Das immer zleichbleibende Periodenverhältnis !D geben wir in den späteren Funktionen nieht 
besonders an. 

°d, Der Faktor nı „2, das Verhältnis der den Strombelegungen zueeordneten Windungszahlen nı 
und na, wurde hinzugefügt, um späterhin alle Funktionen gleichmäßig auf einen In den Windungen | 
fließenden Strom 1 reduzieren zu können. 


| 
AR 
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komplexe Funktion d $ (2) und die Funktion d&(z) mit den beiden Komponenten der 
Feldstärke d 9, und d 9©,. Jn diesen Rahmen erhält man aus den Gl. (3), (23) und (24): 


FJ=dH, == 0.9 — 10g ( ) 
(2) dz f («) A g 2D 
| | 2D 2D (25) 
log ( ( ) — log ( 
+ g 1 1 g 
—io 
( +83 ) 
+ v3 | 
J  Strombelegung 2 Strombelegung 2 
Strombelegung J Strombelegung ! 
F 
x 1x 1x ix |x | / 
/ | | 
| 
| | 
- 
Strombelegung 2 
| Am. 15%, 
| Die Flußfunktion zweier rechteck- 


förmiger Belegungsflächen (Abb. 15a) ist 
wieder nur außerhalb dieser Gebiete als 
Realteil einer komplexen Funktion dar- 
stellbar. Deshalb zerlegen wir zur Aui- 
stellung von im Streifen 
jene Stromflächen in zwei Rechtecke von 


| 
| 


| der Fensterlänge 2? (Abb. 15b) und in 

7 — den Rest Abb. 1öc und ordnen ihnen 
bzw. die Funktionen und %’ zu. Es 
| g — pr It (26) 
ttri Die Funktionen der den Belegungen 
| x1x1x Abb. 15b und c entsprechenden Elemen- | 
tarstreifen tragen dieselben oberen In- 
g 
Strombelegung 1 Für die Berechnung von %’, d.h. des 
Abb. 15e. ötrombelegung 2 Feldes Abb. 15b, ersetzen wir in (25) o 
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durch £. Dann ist auf Grund der Darstellung (21) überall d ©,7— 0 und alle Logarithmen 
verschwinden bis auf eine additive Konstante 2kir. k bedeutet hierbei eine ganze Zahl. 
Nun steht nach den eingangs gestellten Randbedingungen unser Magnetfeld senkrecht 
auf der Eisenoberfläche, d.h. es ist z.B. für z='"/, dD97=0. Folglich wird k= 0. 
Beim Durchgang durch die Belegungsstreifen in Richtung der negativen X-Achse ändert 
sich die y-Komponente von um — 0,4 bzw. +0,47] Deshalb ist 


nach (24) zwischen ihnen, d.h. für, = —047,ı Ib = —0,4n ja 
ng 


und für — Wenn also zwei rechteckförmige Belegungsstreifen 
die Länge des Transformatorfensters besitzen, so erzeugen sie in den zwischen ihnen 
gelegenen Bereiche ein reines Parallelfeld, welches im übrigen Teile des Luftraums ver- 
schwindet. Demgemäß schließen wir (vergl. auch Abschnitt 4) 


für ze < 'h: 
für a = 0,4 hı (bı x) — 0,27 (bı 96)? 


2 


n» 


(© —a3)? 
— + 0,271, (bı —aı) +b)— (um +b) — 
— ag 


für — 1 2 < u: U) 0,2 7 (bı a.) aı) (b, — 


Die bei der Integration über &,’ auftretende unbestimmte Konstante ist hier durch die 
Forderung w’— 0 für 2 —bı, festgelegt worden. 

Bei der Berechnung von d. b. des l’eldes Abb. im Streifen -A<y<-+i 
wird uns die Darstellung dadurch erleichtert, daß D 64 (z) nach (25) linear in zwei gleiche 
Funktionen zerfällt, von denen die eine nur von der Belegungsvariabeln $,, die andere 
nur von $; abhängt. Es genügt also, alle Rechnungen für den einen Summanden allein 
durchzuführen, welchem wir in allen seinen Teilen das Zeichen « beilegen wollen. Diese 
Zerlegung kann nur formalen, nicht aber physikalischen Charakter tragen, da die mit 
ihrer Hilfe der Belegung «, deren Stromsumme ja von Null verschieden ist, zugeordneten 


Funktionen und die eingangs vorgegebenen Randbedingungen nicht er- 


füllen. Jm Resultat dagegen stellt: 


tür -A<{y< +4 die Flußfunktion des Feldes Abb. 15c dar. Demnach ist nach (25): 


11 2— Eu z— +it 
v6, 110g ( ) + 10g 9 ( ) 
9. +lo ( ) »9). 
+ log 9; ( 2D ) 2D (29) 
log ( log ) og 0: | 


Außerdem verschwinden in (29) auf Grund der Darstellung (21) die ersten vier von f 
abhängigen Glieder. Für die restlichen vier Größen bilden wir z.B): 


log 9, (v) — log 
wobei für die folgenden Entwicklungen log so zu zerlegen ist, daß 1 
wird. Die Argumente der Thetafunktion in (29) lassen außerdem erkennen, daß im Be- 
reiche des Fensters und für #>0 überall gr"? —<M<I ist. Für das Glied 


e*=2ire sei das Zeichen ır eingeführt. Unter diesen Umständen können wir für die L.o- 


Stehe Krause, Elliptische Funktionen, S. 33. 
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garithmen ihrer Reihenentwicklungen verwenden, und diese sind auch integrabel. So 


bildet man zunächst für das erste Glied aus (30) in bekannter Weise log (1 — w)— — &- 
M 


und erhält aus ihm bei der Berechnung von %’! Integrale von der Form: 


[Zu 


"log (1 — w) „wm—l 
nd )aw. 


w ' 


Die Summe unter dem zweiten Integral konvergiert für « < M <{ I gleichmäßig, dari also 
dort gliedweise integriert werden. Wenn dagegen w den Wert I annimmt, was für einige 
Glieder von (29) zutrifft, so zerlege man: 


1 M | 
"log (1 — w) "log (1 — w) "log (1 —w) 
| d w= lim | 2 | ’B R 
[3 w Aal —>]| w w 
M 
Hierbei ist: 
1 
log (1 —w 
M->1. w 
aM M 


Mithin gilt mit Einschluß von w = 1: 


um 


"log (1 — w) 
w m—| M \ ın 
Die letzte Reihe konvergiert nunmehr für ve ©. I gleichmäßig. 


Die unendlichen Reiben aus (30) können durch Entwicklung der einzelnen Glieder 
und Umordnung in bekannter Weise in folgende gleichmäßig konvergente Reihen um- 
geformt werden'): 

Wir setzen weiterhin als bekannt voraus, daß gleichmäßig konvergente Keihen glied- 
weise addiert und beliebig oit integriert werden dürfen, und bilden von (29) und (30) 
ausgehend für -A<({y<-+4: 


la 


— Realteil ei, 


m —A 


1 / 


m? \1 — gq'" 


(sin (2 — ba) sinm (2 — da) 


— (— 1)” ‚sin (2 + ba) — sin m (2 |) Konst. | 


Die Flußiunktionen m’ aus (27) und wi aus (31) liefern in der Verbindung: 
ng 
eine analytische Darstellung des gesuchten Magnetfeldes Abb. 15a im Streifen 
| 
Um das gesamte Fensterfeld zu erhalten, reicht es wegen der zur x-Aohse symme- 


trischen Anordnungen aus, die Flußfunktion % nur noch im Gebiete +4 <y<t zu ent- 
wickeln. Hierfür zerlegen wir in gleicher Weise wie oben !! auch: 


I) Siehe Krause, Elliptische Funktionen, 38. 


3 
| 
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wobei 
— 
— Realteil 0,4 ie Sin D. Da_ge 
im im a > 34 
2 > . 7 \ 
—  Sınm (sin m 2 — ba) — sin ) 
(— 1)" (sin m — (z+ba) — sinm — konst. 
D D J 
wird, 


ll. Berechnung der Streuung. 


1. Definition der Streuung aus den Transformatorgleichungen. Der tech- 
nische Transformator ist in erster Linie dazu bestimmt, eine Wechselspannung in einem 
möglichst fest vorgegebenen Verhältnis zu verändern. Die Uebersetzung vermittelt 
bekanntlich der resultierende magnetische Fluß D,, welcher von den in Primär- und 
Sekundärwieklung fließenden zeitlich veränderlichen Strömen J, und J; berührt. L, und Z» 
sind die Selbstinduktivitäten, M die Gegeninduktivität, n, und n, die Windungszahlen 
dieser beiden Wicklungen. Unter der Annahme eines Idealfalles, daß ®, sämtliche 


Windungen des Transformators gleichmäßig durchsetzt, stehen bekauntlich die primären 


und sekundären Klemmenspannungen Eı, und Z%, in dem festen Verhältnis e —"l Die 
2 


Induktivitäten in dem festen Verhältnis: 


Wenn dagegen ®, nicht gleichmäßig mit allen Windungen orale ist — dieser Fall 
allein ist physikalisch zu verwirklichen —, so wird das Uebersetzungsverbältnis n >=; 

2m 
d. h. es findet ein Spannungsverlust statt, welchem man mit Streuspannung bezeichnet. 
Zu ihrer Darstellung gehen wir von den elektrischen Gleichungen des Transformators aus, 
wobei wir unter Vernachlässigung des Ohmschen Spannungsabfalles infolge Wicklungs- 
widerstandes, von Hoysteresisverlusten etc. Strom- und Spannungskurven als sinusförmig 
annebmen können und unter ® die Winkelgeschwindigkeit der entsprechenden Vektoren 


im Kreisdiagramm verstehen. Dann ist: 


E\ : Jı +10 (36a); B=j®eMJ (36b). 
Durch Elimination von Jı bezw. J, bildet man hieraus: 
ar? \ M 
lg L3 
In diesen Gleichungen faßt man: 
2? 
Lı — — Nr (37a) 
La 
als die auf den Primärkreis bezogene Gesamtstreuinduktivität, 
2 
Lı 


als die auf den Sekundärkreis bezogene Gesamtstreuinduktivität auf, woraus unmittelbar 
die Beziehung 


L 
L3 
folgt. Dann gehen die aus den Gl. (36) und (37) herzuleitenden Relationen: 
Eı — Ey =|j® 87 Jı =Esı = primär bezogene Streuspannung . . (39a), 
— „Ei Ja = Esır = sekundär bezogene Streuspannung (39b) 


in zwei re Formen ein Maß für den gesamten Spannungsverlust im Transformator, 


| 
- 
| 
3 
3 
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Für das Verhältnis zweier Induktivitäten kann beim technischen Transformator 

immer die Gl. (35) als Näherungswert zugrundegelegt werden, soweit nicht gerade nach 

den Abweichungen von diesen Größen geiragt wird, die für die Streuung maßgebend sind. 


So folgt zunächst aus Gl. (37): 


2 
n 


Wir zerlegen ferner die Gesamtstreuinduktivitäten S7; und S7, in die bekannten 
primären und sekundären Einzelinduktivitäten: 


ni 

2 

ng La na 

nı Lı ny 


wobei freilich dieser Zerlegung infolge Einführung des Faktors "' eine gewisse Willkür 
ng 


anhaftet?). 
Die Berechnung der Streuspannung ist nunmehr identisch mit der Herleitung der 


Induktivitäten S7, S7r, Sı und 8, aus der oben entwickelten analytischen Darstellung von 
Magnetfeldern. Sie wird sich im Gegensatze zu vielen anderen die Streuspannung 
kennzeichnenden Giößen — ich erinnere nur an die verschiedenartigen Kopplungs- und 
Streufaktoren — als besonders einfach erweisen. 


2. Zusammenhang zwischen $treuinduktivität und Magnetfeld. Die Streu- 
induktivitäten S7, Sr, Sı und S, setzen sich nach den Gl. (37), (41) und (43) aus Zı, /a 
und M, also aus Flußverkettungen zusammen. Demgemäß beschäftigen wir uns zunächst 
mit der analytischen Darstellung von Flußverkettungen speziell ebener Magnetfelder, 

Werden zwei Spulen « und ß mit den Windungszahlen »« und n3 betrachtet, so 
verstehe man unter W,3—= L.3J. die Verkettung des Flußbildes ®,, welches von einem 
durch « gehenden Strome J, erzeugt werde, mit den Windungen von f. Durch die 


Fläche ihrer ?-ten Windung ströme der Fluß ®‘. Alsdann bilde man definitionsgemäß: 


"23 
| 
In den von uns behandelten Spulenquerschnitten (Abb. 10a und 15a) sollen die 
einzelnen Windungen gleichmäßig in Richtung der &- Achse den Abstand /x, in Richtung 
der y-Achse den Abstand /Jy von einander haben, was eine homogene Stromverteilung 
bedeutet. Außerdem sei F%3 die stromdurchflossene Querschnittsfläche von f, und es folgt: 


ng 


Wir erweitern (49) mit Jx 4 y und erhalten: 


Man lasse jetzt Ax und /y gegen Null gehen; d.h. es werden die Lücken zwischen 
den einzelnen Drähten infolge ihrer Isolation vernächlässigt. Der hierbei gemachte Fehler 
ist bereits von Rogowski’) abgeschätzt und als unwesentlich erkannt worden. Wir stellen 
uns demnach auf den gleichen Standpunkt. Also ist der Grenzübergang gestattet: 


| 
Y3=, lim 23 , dedy : . . (46). 
BAr—>0 


) Das Zeichen => bedeutet hier »anmähernd gleiech«, Es wird im Folgenden da, wo keine 
Verwechslung entstehen kann, wieder durch = ersetzt. 

?, Vergl. Hemmeter, »Zur Klärung (es Streubegriffes«. Archiv für Elektroteehnik 1927, S. 36 f. 

3) Siehe Rogowski, »Ueber das Streufeld und den Streulnduktionskoeffizienten eines Trans- 
forınators mit Scheibenwicklung und geteilten Endspulen.«< Dissertation, Danzig 1908, S. 27 f, 


| 
= 
i 
| 
| 
i | | 
| 
| 
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Unter ®. verstehe man im allgemeinen den die Windungsflächen durchsetzenden 
Fluß. Statt dessen werden wir bei der Berechnung von ‘P,a auch von dem äquivalenten 
außen zurückströmenden Fluß ausgehen können, der sich dann entweder bis ins Unend- 
liche oder bis an die Grenzen eines geschlossenen Flußgebietes hin erstreckt. 

Schließlich geht durch die Einheit der vom Strome 1 durchflossenen (uerschnitts- 
fläche Fa der Spule « der Strom: 


welcher mit der Strombelegung pro Flächeneinheit der unter I behandelten ebenen Felder 
identisch ist. 

Wird der eingangs genannte Strom J« = 1 gesetzt, so gehen die Flußverkettungen 
in Induktivitäten über. Im Raume besitzen sie bekanntlich die Dimension em. Deshalb 
sind alle aus unseren ebenen Feldern herzuleitenden Selbst-, Gegen- und Streuinduktivi- 
täten pro Längeneinheit einer senkrecht zur z-Ebene stehenden Achse dimensionslose 
Größen, welche wir hier durch die Zeichen /«#, sı, 83, $r und sr von den im Raume 
definierten Elementen 83, und unterscheiden wollen. /«3 bedeutet hierbei 
die Verkettung eines ebenen vom Strome J« = I erzeugten Flußbildes "„ mit den Win- 
dungen von P, wobei für unsere Rechnungen %, der Strombelegung « nur formal zu- 
geordnet zu sein braucht (vergl. (28) und (33)). Es lautet also auf Grund von (52): 


n 


J. 
Fa 
Mit diesen Hilfsmitteln können wir die Streuinduktivitäten magnetisch in zweierlei 
Form definieren. 
Wir verstehen erstens in der üblichen Leerlaufdefinition unter Sı = Lı — 


die Verkettung des Primärflusses ®,, welcher von dem Primärstrome | erzeugt werde, 

mit », vermindert um seine mit "ı reduzierte Verkettung mit ns. Wir bilden also unter 

Vergrößerung von ®, um eine beliebige Konstante C mit Hilfe von (46): 


Fi 


Eine zu ®, hinzugefügte Konstante liefert also keinerlei Beitrag zu S1; d.h. es ist voll- 
kommen gleichgültig, von welcher Flußlinie aus wir ®, messen. Wir können sie demnach 
beispielsweise zwischen Strombelegung und Eisenrand legen. Dann aber erscheint ein 
Beitrag des im Eisengebiete selbst liegenden Magnetfeldes nicht in der Rechnung; d.h. 
Sı und S, können allein aus Form und Größe der lLuftfelder hergeleitet werden und sind 
segenüber allen ähnlich definierten Streuinduktivitäten, in welchen jedoch M mit einem 


19). 


anderen Faktor als mit "! reduziert erscheint'), die einzigen, welche von der Größe des 
ng 
magnetischen Flusses im Eisen unabhängig sind. 


Nach einer zweiten Betrachtungsweise, und zwar in Gegenschaltung nachRogowski?), 


ist — "Mdie Verkettung des eben eingeführten Primärflusses mit n, vermehrt, 
ng 


um die Verkettung eines Sekundärilusses ®,, welcher vom Sekundärstrome — "! herrühre, 
na 


ebenfalls mit n,; d. h. im resultierenden Magnetfelde jener beiden Ströme ist die Summe 


aller Flußverkettungen mit n, ein Maß für S,, jene mit nz ein Maß für — " 
n3 


I) Verel. z B. Hallo, »Selhst- und gerenseitire Induktion«. Klektroteehnik und Maschinen 
bau 1914. 

?) Rogowski und Simons, »Die Streuung bei Wechselstromtransformatoren und Kommutatoren«, 
Elektrotechnische Zeitschrift 1908 und 1910. Rogowski, »Ueber das Streufeld und den Streuinduktions- 
koeffizienten eines Transformators mit Scheibenwicklung und geteilten Endspulen«. Dissertation, 
Danzig 1908, 


| 
a 
| 
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Zur gesonderten Berechnung von 8, und S, nach diesem Verfahren wäre, sofern 
wir von dem außen zurückströmenden Flusse ausgehen, die Kenntnis der Grenzlinie @ 
notwendig, welche die n, und », je umschließenden Flüsse von einander trennt. @ hängt 
so auch vom Eisenfelde ab und dürfte meistens schwer bestimmbar sein. Dagegen zei- 
gen wir sofort, daß die Gesamtstreuung hiervon unabhängig berechnet werden kann, 


/ N 
| / \ / 
d ; 4 
| / \ 
\ -— - ı / | \ \ 
_ 

N \ p \ 

\ ” \ 
N / \ 
\ 
Abb. 16. 


indem dann die Flüsse von einer beliebigen Feldlinie, z. B. von @, aus gezäblt werden 
dürfen. Man vergleiche zur Erläuterung Abb. 16. Dort ist nämlich eine Gegenschaltung, 
und zwar das ebene Magnetfeld des Rahmens Abb. 5 mit zwei von den Strömen Jı= | 
und Jır ——"" durchflossenen Spulen von rechteckförmigem Querschnitt skizziert'). So 
ng 
verstehen wir unter Ds, den von G aus gemessenen n, durehsetzenden primären Streu- 
flaß und unter = seine Verkettung mit In gleicher ‘Weise gehöre zu nz.der 
sekundäre Streufluß ®s, und die Verkettung Ws, — — und Ws, sind die 
ng 

analogen von G; aus gemessenen Verkettungen. ®r sei der zwischen G und (@, strömende 
magnetische Fluß. Dann folgt mit Hilfe von (46): 


= +Br)dedy—- Ps Pr=Sı +m Pr, 
1. 
F, | 


= Ps +m = — "SH +m Pr. 
2. n 
Hieraus erhält man: 
n9 ng 
2 
Die letzte Zeile liefert uns nunmehr auch für die Gesamtstreuinduktivität N, — Sıı 
ng 
eine unmittelbare magnetische Definition. Danach läßt sich nämlich S, aus der Verkettung 


ny 
zusammensetzen, wobei Ds, und Ds, von ein und derselben, im übrigen aber beliebigen 
Flußlinie aus gezählt werden. 

Schließlich ist für uns von besonderer Wichtigkeit, daß über die in %„ auftretende 
unbestimmte Konstante bei beiden Berechnungsarten der Streuung nach Gutdünken ver- 
fügt werden darf. 


von Ds, mit n, und aus der mit — ' reduzierten Verkettung von ®s, mit n, linear 


') Hierfür bildeten das weiter unten in Abb. 24 konstruierte Fensterfeld und allgemein, soweit 
es ohne größere nummerlsche Rechnungen möglich war, die in I4 und 5 abgeleiteten Flußfunktionen 
eine Grundlage. 


F 


| | 
4 
{ 
| 
3 
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sk Mit den hier entwickelten Methoden werden 
7 frımarwicklung im Folgenden die Streuinduktivitäten der unter I4 

9 Sekundärwicklung und 5 behandelten Modelle ermittelt. 
I 4; 3. Streuung bei ebener Wand. Für den 
#3 | Anteil des Außengebietes eines Transformators an 
A aa ErEkE den Streuverkettungen legen wir das Magnetfeld 
| bei ebener Wand aus I 4 zugrunde. Lage und 
A Abmessungen von Primär- und Sekundärwicklung 
A werden alsdann von Abb. 17 veranschaulicht. 
4 BER | Der Zerlegung einer Flußfunktion in 
N | 7 und w’! [siehe Gl. (18) und die Abbildungen 10a, b, ec] 
| entspricht eine gleichartige der Elemente (48) 
A und der Streuinduktivitäten s mit denselben oberen 
1 | Indizes I und II; d.h. 
| Er | Bei Berechnung der dem Teilfeld (Abb. Ib) 
entsprechenden Streuinduktivitäten s’ bildet man 
1 z.B. mit Hilfe von (19) und (45): 
Abb. 17. ? > 
und es folgt auf Grund von (47) und (52): 


Die Berechnung der aus dem Teilfeld Abb. 10c herzuleitenden Streuinduktivitäten 7’ 


reduziert sich in der Hauptsache auf die allgemeine von nn, Hierfür bildet man nach (48): 
| 


Fa, 


setzt für w den Wert aus (20) ein und erhält so Integrale folgender Art): 


Zu ihrer Zusammenfassung sei die gerade Funktion: 
G(v) = @ (—v) = (v!— + 1)log (1 + v?) log — (55) 
definiert, deren Werte aus der beigefügten Tabelle entnommen werden können. Dort 
stehen neben G(v) in derselben Zeile zur Interpolation die ersten Differenzen IJG(r). 


Diese Hilfsmittel erlauben uns, das Resultat der Integration in (54) nach Einführung 
von (20) auf folgende Form zu bringen: 


| 2 \ 2, \ 24 \ 24 


1 


!) Analoge Formeln findet man für ein ähnliches Modell wie Abb. 17 bei J, Biermann, Ueber- 
ströme in Hochspannungsanlagen, S. 340 f. 


| 


a 
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JG 


v @ (v) | I16G() | v 
0,00 — 0,00000 | - 0,00070 0,51 — 1,44657 — 0,04467 
0,01 -0,00070 — 0,002 10 0,52 - 1,49124 — 0,04467 
0,02 — 0,00280 — 0,00349 0,53 1,53591 — 0,04460 
0,03 — 0,00629 — 0,00488 I 0,54 — 1,58051 - 0,04451 
0,04 — 0,01117 — 0,00626 0,55 — 1,62502 — 0,04437 
0,05 — 0,01744 — 0,00764 0,56 — 1,66939 — 0,04419 
0,06 — 0,02507 — 0,00900 0,57 — 1,71358 — 0,04396 
0,07 — 0,03407 — 0,01035 0,58 1,75754 0,04369 
0,08 — 0,04442 — 0,01169 0,59 — 1,80123 | — 0,04337 
0,09 — 0,05611 — 0,01301 0,60 — 1,84460 - 0,04301 
0.10 — 0,06912 — 0,01432 0,61 — 1,88761 - 0,04260 
0,11 — 0,08344 — 0,01561 0,62 — 1,938020 0,04215 
0,12 — 0,09906 — 0,01689 0,68 — 1,97236 — 0,04165 
0,13 — 0,11595 — 0,01814 0,64 2,01400 | —- 0,04111 
0,14 — 0,1349 — 0,0198 | 0,65 2,0551 | 0,04052 
0,15 — 0,15347 — 0,02060 0,66 — 2,09563 — 0,03987 
0,16 — 0,17407 — 0,02179 0,67 — 2,13550 —0,03920 
0,17 — 0,19586 — 0,02297 0,68 — 2,17470 | — 0,08846 
0,18 — 0,21882 — 0,02411 0,69 — 2,21315 —0,03768 
0,19 — 0,24294 — 0,02524 0,70 — 2,25084 — 0,03686 
0,20 — 0,26818 0,02634 0,71 — 2,287 70 —0,03597 
0,21 — 0,2945 2 — 0,02742 0,72 — 2,32367 —0,03505 
0,22 — 0,32194 — 0,02847 0,73 — 2,35872 | 0,03407 
0,23 —- 0,35040 — 0,02949 0,74 — 239279 —0,03308 
0,24 — 0,87989 — 0,03049 0,75 — 2,42587 — 0,03199 
0,25 — 0,41038 — 0,03145 0,76 — 2,45786 -— 0,03087 
0,26 — 0,44183 0,03239 0,77 — 2,48873 0,02969 
0,27 0,47421 - 0,03330 0,78 — 2,51841 | 0,02849 
0,28 — 0,50751 — 0,03417 0.79 — 2,54691 | en 
0,29 — 0,54168 — 0,03502 0,80 — 2,57411 0 0,02588 
0,30 — 0,57670 — 0,03584 0,81 — 2,5999 |  —0,02454 
0,31 — 0,61253 — 0,03661 0,82 -2,62452 — 0,02310 
0,32 — 0,64914 — 0,03736 0,83 — 2,64762 0,02164 
0,33 — 0,68651 — 0,03808 0,84 — 2,66926 —0,02008 
0,34 — 0,72458 — 0,03876 0,85 — 2,68934 — 0,01853' 
0,35 -- 0,76335 — 0,03941 0,86 — 2,70787 — 0,01689 
0,36 0,80275 — 0,04002 0,87 — 2,72476 0,01524 
0,37 -— 0,84278 — 0,04060 0,88 — 2,74001 0,01347 
0,38 — 0,88837 — 0,04114 0,89 — 2,75347 — 0,01171 
0,39 — 0,92451 — 0 04164 0,90 - 9,76518 0,00988 
0,40 — 0,96615 — 0,04211 0,91 — 2,77506 — 0,00798 
0,41 — 1,00826 — 0,04254 0,92 — 2,78304 — 0,00606 
0,42 — 1,05080 — 0,04293 0,93 — 2,78910 - 0,00407 
0,43 — 1,09373 — 0,04329 0,94 — 2,79317 — 0,00210 
0,44 — 1,13701 — 0,04360 0,95 — 2,79518 + 0,00015 
0,45 — 1,18061 - 0,04388 0,96 — 2,79503 + 0,00221 
0,46 — 1,22448 — 0,04411 0,97 — 2,79281 + 0,00444 
0,47 — 1,26859 — 0,04430 0,98 — 3.718888 + 0,00675 
0,48 — 1,31289 — 0,04445 0,99 2,78162 + 0,00904 
0,49 — 1,35734 — 0,04459 1,00 — 2,77259 
0,50 — 1,40193 — 0,04464 
Auf Grund von (47), (52) und (53) erhält man hieraus z. B.: 
2 
ng A 3 2 

1 be —bı ag—bı by —aı ag + a; ba 
FI - IT | 

ag+b; by +aı ag+aı 

- 


» 
A 
1 
| 
3 
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und analog ür: n2 
se Formen kü = —+- HI — —. lo, II . . . . . (56b), 


Die hier errechneten Streuinduktivitäten s sind aus homogenen Funktionen 0-ten Grades 
des Transformatorabmessungen zusammengesetzt und außerdem dimensionslose Größen. Sie 
hängen also nur von dem Verhältnis jener Maße untereinander, doch nicht von ihrer 
absoluten Größe ab. 

Weiterhin ist der (Juotient der wirklichen Gesamtstreuinduktivität s; und der ent- 
sprechenden bei unendlicher langer Belegung s,’ mit der von Kapp') eingeführten Zahl x, 
dem sogenannten »Kappschen Faktor«e, identisch, d. h. also: 

sII 
x erscheint bei Kapp als Erfahrungsfaktor, während er für die von uns hier behandelten 
Modelle streng berechnet werden kann. Außerdem ist beiKapp') nur der Wert für s,’ (53) 
wiederzufinden, während er für sı/,sı und s,’,s, infolge einer willkürlichen Zerlegung 
des Streuflusses, Formeln erhält, welche von den aus (53a und b) und (58a und b) 
erbeblich abweichen. Kapp legt nämlich die Grenzlinie @ (Abb. 16) für das Feld bei 
ebener Wand in die Mitte zwischen beide Belegungen. Nach unseren Resultaten dagegen 
bildet diese Kurve, wie man mit Hilfe ihrer auf Seite 41 gegebenen Definition leicht 
einsehen kann, bei unendlich langer Stromfläche den Außenrand der äußeren Belegung 
und wird sie deshalb bei endlicher Wicklungslänge voraussichtlich durchsetzen. 


4. Innenstreuung beim rechteckigen Schacht. Zur Berechnung der Streuung 
im Fenster kennen wir aus I: 5 nur Magnetfelder mit verschwindender Belegungssumme, 
d.h. also für Gegenschaltung von Primär- und Sekundärwicklung. In diesem Falle lassen sich 
nach II 2 nur die Gesamtstreuindaktivitäten s; und s7, ermitteln, da die Lage der Grenz- 
linie @ unbekannt ist. Hierfür sind die Streuflüsse ®s mit der Flußfunktion % (x, y) 
aus 15 identisch. Wir behandeln die beiden Fälle von zwei und vier getrennten Strom- 
belegungen. 

Bei zwei Spulen, Abb. !5a, zerlegen wir wieder die Streuinduktivitäten s und die 
Elemente las wie die zugehörigen Magnetfelder [Abb. 15a, b,c und Gl. (26)] und verwenden 
dieselben oberen Indices I und Il (51). 

Alsdann folgt mit Hilfe von (27), (46), (47) und (50): 


2 Pr / l. 
2 


+) 


na F'y 
1 hg 
Hiernach sind s/ und s7ı! von der horizontalen Entfernung zwischen Strombelegung und 


Fisenrand unabhängig. Analog schließt man auf Grund von (28), (46), (48) und (50): 


TA ag +) 


ny 


— 

ng na 
Hierfür bilden wir von (31) und (48) ausgehend unter sinngemäßer Vernachlässigung 
aller höheren negativen Potenzen in ? und A, welche numerisch nur einen sehr kleinen 


Beitrag (im allgemeinen weniger als 1vH.) zum Resultate beisteuern: 


| ) 0,8 P 3(2m—1)xr/D (cos (2m 1) bh; 
\n 2m — 1)? 


m==] 


— \2m— L) a (cos 1) Da — cos(2m Ar ) 
D 


(60). 


+ & |. (sin 2m — — sin 2m a3) (sin 2m ba 
2m’ J D D D 


TT 
-- Zm aa) 
D 


') Siehe Kapp, »Transforınatoren für Wechselstrom und Drehstrom«, 8. 127. 
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Auf Grund von (47), (51), (58) bis (60) ergibt sich jetzt das Resultat: 


=0,An 7 £ + | 


+ 0,8 \ = 1 e— m 1) z/D(T—A | 
@m— 


(2m—1) — cos (?m—1)n/Daı 608 (2m—1)n/Dbg — cos (?m—1)n/D 
Fo 


(61). 


-4- 1 Im T—A).__ 1 2m b, — sin2mr/Daı 

5 
sin 2m n/D bg — sin 2 m r/D =) | 
F3 


m==] 2m 


Hierin stimmt das erste Glied s,’, das die Streuverkettungen Abb. 15b mit den Wick- 
lungen Abb. 15a darstellt, mit dem entsprechenden aus dem Felde bei ebener Wand 
hergeleiteten Gliede (53e), d.h. mit der Formel von Kapp überein. 

Deshalb hat der 


Kappsche Faktor hier Sehundarwicklung 
die gleiche Form wie in /Primärwicklung /  Primärwicklung 
in (61) T=A, d.h. ver- — — — 
längern wir die Wicklun- | 2/ 
gen (Abb. ı5a) bis zum | x 
Eisenrand, so wird s’—s’7, | | 
also 1. Bei endlichem | A [elele] 
Abstande _ ist dagegen | Monnlrnr-- | 
von Bedeutung, so daß | | 
dann stets x < 1 wird. A I 
. / 2 
maßgebend für das Vor- | 
zeichen der Strombelegung | 2 IF FL, 
und der dort induzierten RA930218 | | 


elektromotorischen Kraft 
ist. So sind sie z. B. in 
Abb. 18 paarweise hinter- Abb. 13. 
einander gleich-geschaltet. 
Vertauscht man dort das Vorzeichen der Belegungen (3) und (4), so enthält man die ent- 
sprechende Gegenschaltung. n, und nz seien nach wie vor die Gesamtwindungszahlen von 
Primär- und Sekundärwicklung und außerdem: 
N=-N=--, 0.0.0.0. (8). 
Zwischen den lLaagenkoordinaten der Strombelegungen bestehe die Symmetrie: 
Die resultierende Flußfunktion aller vier Belegungen sei y(x,y), und es wird die Ge- 
samtstreuinduktivität wie in (51) zerlegt. So folgt für Gleich- wie für Gegenschaltung 
ebenso wie in (58) unter Berücksichtigung von (62): 
a 2 +4: 
s'= su! = 0,27 + 2] (64). 
ny" A 3 | 
Bei der Ermittlung von s,’’ legen wir sinngemäß (28) zugrunde und bilden so bei 
(leiehschaltunge von je zwei Spulen (Abb. 18) ihre resultierende Flußfunktion: 


. 

| 
j 
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In gleicher Weise wie in (59) folgt hiermit: 


2 
ng” na ng ng na 
ny ny nı“ ny nı 
ng ng ng ng” ng na 
2 2 
— 1,47 . . . . . . . . . . . . (65), 
ng ng 


und ebenso erhält man auf Grund von (47), (51), (60), (62) bis (65) das Resultat: 
2 2 4 


ng? A m—02 m 


Fi 

Von diesem Ergebnis unterscheidet sich s; bei Gegenschaltung dadurch, daß 2m 

mit 2m — 1 und sinus mit cosinus vertauscht wird. Im übrigen läßt sich hier ein « 

ebenso wie in (57) definieren. Wie man schließlich noch aus (61) und (66) ersieht, 

hängen wie bei ebener Wand so auch im Fenster die Streuinduktivitäten s nur von dem 

Verhältnis der einzelnen Abmessungen untereinander und nicht von ihrer absoluten 
Größe ab. 


2m n/Db, — sin2mn/Daı sin 2m m/D by — sin 2m n/D (66) 


Spezielle Ausführungen. 
Als Ausführungsbeispiele für die Magnetfelder eines konzentrischen Kreisringes 
sollen die beiden Felder von ein und zwei viertelkreisförmigen Strombelegungen, d. h. 
mit endlicher und mit verschwindender Zirkulation, dienen (Abb. 19 und 20). 


Abb. 19. Abb. 20. 


Die Felder des ersten laufen demnach schräg in den Eisenrand ein, während das 
zweite Feld, dessen beide Wirbellinien das entgegengesetzte Vorzeichen tragen, nach 12 
senkrecht auf der Eisenoberfläche stebt. ZA, ist der Radius des Innenkreises, g, = '/s Rı 
der der Wirbellinien. .J. bezeichne die Strombelegung pro Winkeleinheit. Nach Gl. (4a), 
in welche an Stelle von 0, eine komplexe Belegungsvariable { eingesetzt wird, errechnet 
man hier die Radial- und Tangentialkomponenten der Feldstärke d OÖ” und dS® in der- 
selben Weise wie in I 4, 5, bildet also im Falle Abb. 19: 

—- Ju Rı) — log (z — 

— log(z— 2R) — im 


und erhält eine analoge Formel im Falle Abb. 20. Es folgen dann zugehörigen Fluß- 
funktionen dw (r,®) als Randintegrale von d DC) über die Peripherien der konzentrischen 
Kreise r — konst. und werden durch ein gleichartiges Integral von ? O(® über den Strahl 
0 — 7/4 miteinander in Verbindung gebracht. Man setzt also: 


dw /(d »)) dr; n/4 


mass \ / 
\ \ \ 
[RAB20Z 2] 
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iernach: 

r/4 

Diese Kurvenrschar wurde mit Hilfe des Integraphen aufgezeichnet. Ihre Schnittpunkte 
mit einer Geraden dw — konst. liefern alsdann unmittelbar die Koordinaten dieser Fluß- 
linie. Auf diesem Wege sind die Feldbilder do — konst. in Abb. 19 und 20 entstanden. 

Bei der Darstellung von Magnetfeldern der in I 4 und 5 behandelten Modelle sind 
die speziellen Maße einem Drehstromtransformator des Elektrotechnischen Instituts der 
technischen Hochschule Breslau entnommen, und zwar ist für das Innengebiet: 


D= 12,0cm, T=30,0 cm, A — 23,4 cm 
A= 14», 16», e= 0,5. >» | (68). 
42», 5,6 ® , 21 >», bs = 3,7 cm 
Im Außengebiet bzw. für die ebene Wand gilt: 
A=234cn, Ah=1l4cm, 4A=1,6cm, e= 0,5 cm (69). 
0,5 b=1,9 » = 24 », b, =4,0 » 


1 bedeutet hier einen mittleren Wert, da die Längen von Primär- und Sekundärwicklung 
in Wirklichkeit um 3,7 vH voneinander abweichen. Im übrigen enthält jede Primärspule 
104 Windungen, jede Sekundärspule 240 Windungen. 

Die graphische Darstellung der Magnetfelder für das Modell einer ebenen Wand 
(Abb. 17), wofür die Gl. (18) bis (20) den Ausgangspunkt bilden, machte so umfangreiche 
numerische Rechnungen notwendig, daß sie im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr be- 
wältigt werden konnten, 

Dagegen wurde für das Fenster, 
und zwar für zwei Strombelegungen, eine 
solche Ermittlung durchgeführt. Es ist | 
bemerkenswert, daß diese Aufgabe für En 
die an sich kompliziertere Anordnung |— 
des Fensters leichter zu bewältigen war. | \ | 
Das hängt mit den Periodizitätseigen- 
schaften des Feldes zusammen. Der Be- | = 
rechnung und Konstruktion dieses Fluß- L N 
bildes (Abb. 21) sind die Gl. (27), (31) Fra 
bis (34) und (68) zugrunde gelegt. Abb. 21. 

Für den gleichen Drehstromtrans- 
formator wird auch die Streuung berechnet, und zwar sowohl für zwei auf einem Schenke! 
sitzende als auch für vier auf zwei benachbarte Schenkel verteilte Spulen. 

Für das Außengebiet bzw. für die ebene Wand liefern bier die G]. (53), (56), (57), 
und (69): 


_. Henry 


. Henr 
em em 
. Henr . Henr 
= — 8,34 10“ = — 0,54 10“ 4 
em em 
Henry Henr 
em em 
= 0,926 


Im Fenster erhält man zunächst im Falle zweier Strombelegungen aus den Gl. (57), 
(58), (61) und (68): 
. Henry 


su = 8,68 8,12: 107 %=—=0,936 (71). 


N, em ng em sı 


2 


Fir vier Strombelegungen folgt sodann bei Gleichschaltung von je zwei Spulen 
aus den Gl. (57), (64), (66) und (68): 


Bei Gegenschaltung: 
— su == 17,06 * = 16,20 107° Km — 0,934 (73). 
em ng em 
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Nach (70) bis (73) weichen hier die Gesamtstreuindaktivitäten s; und sy, für das Fenster 
von den entsprechenden für das Außengebiet abgeleiteten Größen um weniger als 1,5 vH 
ab. Es sei deshalb in den weiteren Rechnungen für das ganze Tranzformatorgebiet als 
mittlerer Wert der wirklichen Gesamtstreuinduktivität pro Längeneinheit 


n,? . Henr 
im Falle zweier Spulen: = su == 8.08 (74), 
n2 cm 
Henr 
» von vier Spulen: = sn = 16,18 106 4 (76) 
nz em 


eingesetzt. 
Nunmehr wird ein mittlerer Spulenumfang U mit der Maßgabe eingeführt, daß die 
gesamte Streuinduktivität näherungsweise aus der Gleichung: 


(76) 


berechnet werden kann. Als wahrscheinlichsten Wert von U liefert der mittlere Umfang 
von Primär- und Sekundärwicklung: 


aus (74), (75) und (77) folgen alsdann die Näherungswerte: 
2 
» » von vier Spulen: Sı= ; 


Die Einzelinduktivitäten S; und S, konnten hier nicht abgeschätzt werden, da wir 
die entsprechenden Größen sı und s, nur für das Außengebiet, nicht aber für das Fenster 
berechnet haben. 

Zur Kontrolle der vorstehenden Resultate ergab eine Kurzschlußmessung im Falle 
zweier Spulen: 

S; (gemessen) — 4,35 107 Henry , (berechnet) — 3,88 10”' Henrv], 
also einen Unterschied von etwa 10 vH gegenüber der Rechnung. 

Während der Drucklegung dieser Arbeit hatte ich Gelegenheit, in gleicher Weise 
wie in dem eben ausgeführten Beispiel die Streuinduktivität bei Zvlinderwicklung auch 
für einige Transformatoren der AEG zu berechnen und mit im Versuchslaboratorium der 
AEG-Transformatoreniabrik angestellten Kurzschlußmessungen zu vergleichen. Die Trans- 
formatoren waren einphasig. Jeder ihrer beiden Schenkel trug zwei Wicklungen, welche 
hoch- und niedervoltseitig gleichgeschaltet waren. Die Resultate lauten wie folgt: 


Außengebiet Fenster 


l’erio- Sır Nır Ab- 
Leistun 
den- 811 errechnet gemessen  weichung 
zahl Henry Henry 
in in 
in kVA em em in em in Henry in Henry in vH 
50 9167 7,67 + 10! 0,905 | 8,03 - 107 0,940 234 0,1830 0,1935 | — 5,70 
50 9167 8,82 0,862 | 10° 0,935 239 0,22U 0,226 — 2,70 
16?/3 | 3000 [26,6 10! 0,823 0,957 204 0,590 0.660 — 11,85 


Bemerkenswert bei sämtlich untersuchten Konstruktionen ist zunächst, daß der Anteil des 
Außengebietes an der Gesamtstreuinduktivität stets geringer wird als der des Fensters. 
Das gilt einmal für die beiden Streuinduktivitäten sr bzw. sr. Darüber hinaus liegt aber 
zum zweiten auch die als Mittelwert aus ihnen gebildete Gesamtstreuinduktivität des 
ganzen Transformatorgebietes S7 bzw. N7r mehrere Prozent unten den Meßergebnissen. 
Dieser letztgenannte Unterschied ist in erster Linie dadurch zu erklären, daß wir 
den mittleren Spulenumfang U in (77) zu klein gewählt haben. Jene Größe !/ vermittelt 
aber gerade den Uebergang von der Streuinduktivität pro Längeneinheit s,, d. h. allgemein 
vom ebenen Problem zur Streuinduktivität S, des gesamten Transformatorgebietes, also zu 
einer räumlichen Aufgabe. Es zeigt sich, daß letztere durch die obere Wahl vor U nur 
unvollkommen gelöst wird, daß es sich mithin empfiehlt, diese Abschätzung durch exakte 
Untersuchungen an einem geeigneten räumlichen Modell zu ersetzen. Ein solches entsteht 
z. B., wenn wir einen Transformatorschenkel in einen unendlich langen Kreiszylinder ent- 
arten lassen und die iibrigen Schenkel zunächst vernachlässigen. Die Rechnungsmethoden, 
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auf welche sich derartige Untersuchungen stützen müssen, werden von den hier ent- 
wickelten vollkommen verschieden sein. Deshalb soll dieses Problem einer späteren 
Arbeit vorbehalten bleiben. 

Schließlich ist es für mich eine angenehme Pflicht, Hrn. Prof. Noether, welcher 
diese Arbeit angeregt und mich bei den einzelnen Untersuchungen vielfach unterstützt 
hat, hiermit meinen verbindlichen Dank auszusprechen. In gleicher Weise bin ich dem 
kürzlich verstorbenen Hrn. Privatdozenten Dr. Hemmeter zu Dank verpflichtet, da er mir 
bei der Diskusion des Streubegriffes mit seinem Rate zur Seite stand und mich ins- 
besondere auf das Problem der Streuinduktivität bei Zylinderwicklung aufmerksam machte. 
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Berechnung der Fließgrenze von Mischkristallen 


auf Grund der Plastizitätsbedingung für Einkristalle. 
Von A. REUSS in Budapest. 


1. Allgemeines. Die jüngsten Untersuchungen über die Fließgrenze von Ein- 
kristallen lassen die Frage aufwerten, ob aus den Eigenschaften von Einkristallen nicht 
unmittelbar Schlüsse auf das Verhalten eines aus denselben aufgebauten, sonst aber 
chemisch homogenen Körper gezogen werden können. 

Im vorliegenden Aufsatze will ich unter ganz speziellen Annahmen den Versuch 
machen, die Fließgrenze von Mischkristallen zu bereehnen. Es wird dabei vorausgesetzt, 
daß der Körper aus vielen, im Verhältnis zum ganzen Körper kleinen Kristallen aufgebaut 
ist. Diese Kristalle seien ferner im Körper in bezug auf Orientierung, Größe und An- 
ordnung im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung ideal ungeordnet. Ein Körper mit 
diesen Eigenschaften heiße im folgenden quasiisotrop. 

Um eine Berechnung überhaupt zu ermöglichen, muß ferner vorausgesetzt werden, 
daß für jeden einzelnen Kristall entweder der Spannungs- oder der Deformationstensor 
im ganzen Körper derselbe ist. Beschränken wir uns auf homogene Deformationen, so 
kann dies auch so ausgedrückt werden, daß in jedem einzelnen Kristalle derselbe Span- 
nungs- bzw. Deformationszustand herrscht, wie im ‚ganzen Körper. Es bleibe dahin- 
gestellt, welche dieser beiden, miteinander unvereinbaren Voraussetzungen den tatsäch- 
liehen Verhältnissen besser entspricht. Sie können nur als Notbehelf dienen, bis sie 
durch eine strenge wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtung überflüssig werden. -Bis 
dahin müssen sie jedoch unseren Rechnungen zugrunde gelegt werden, um eine Be- 
rechnung überhaupt zu ermöglichen. 

Verfolgen wir nun den homogenen Deformationsvorgang ins einzelne, so finden 
wir, daß der Körper zunächst nur elastisch deformiert wird, bis an der »unteren Fließ- 
grenze« die am ungünstigsten orientierten Kristallkörner die Plastizitätsgrenze erreichen. 
Von diesem Augenblicke an befinden sich die Kristallkörner zum Teil im plastischen, zum 
Teil im elastischen Zustande. Während der weiteren Deformation treten immer mehr 
Kristalle in den plastischen Zustand über, bis an der »oberen Fließgrenze« sich auch die 
am günstigsten orientierten Kristallkörner im plastischen Zustande befinden. Es müssen 
daher die Orientierungen bestimmt werden, bei welchen der Einkristall bei den gegebenen 
Hauptspannungen 9, 60%, 03 bzw. Hauptdehnungen &, &, & zuerst bzw. zuletzt die 
Plastizitätsgrenze erreicht. 

Die Fließgrenze für den einzelnen Kristall wollen wir gemäß dem Aufsatze von 
Hrn. v. Mises!) in der speziellen Gestalt einer quadratischen Form annehmen. Es sei 
mir gestattet, zu bemerken, daß ich diese Gestalt der Fließgrenze auf Grund einer 
energetischen Betrachtung unabhängig von Hrn. v. Mises abgeleitet hatte, allerdings mit 
den Elastizitätskonstanten als Koeffizienten. Gleichzeitig hatte ich auch die ersten An- 
fänge zum vorliegenden Aufsatze festgelegt, zu dessen weitere Bearbeitung ich von Hrn. 
v. Mises ermutigt wurde. 

Die Fließgrenze setzen wir also als eine quadratische Funktion der Spannungen 0,, 
63, 03 an, welche den folgenden Forderungen genügt: 

»1. Die Funktionswerte bleiben ungeändert, wenn man dem Spannungszustand 

eine allseits gleiche Normalspannung hinzufügt. 
2. Die Funktionswerte bleiben ungeändert, wenn man das zugrunde gelegte 
Koordinatenkreuz durch ein kristallographisch gleichwertiges ersetzt.« 


I, Diese Zeitschr. 8 (1928), S. 161 bis 185. 


| 
| 4 
| 


. Ztschr. f. angew. 
50 Reuß, Berechnung der Fließgrenze von Mischkristallen Math.und Mech. 


Der ersten dieser Forderungen genügt 
F=—1h [Kıs (0, — 0,)? + (0, — 0,)? + (0; — 0,)?] | 
— T, (0, 6,) + ky (6, 6,)| (6, - 6,) + kıs (6, 6,)| | 
— 7, [kıs (0, — + kas (0, — + + ku ut, \ 
mit den 15 Konstanten k. 


Für das reguläre Kristallsystem geht diese Gleichung auf die kristallographischen 
Achsen als Koordinatenachsen bezogen in 


(1) 


F= (0, — 0) + (, — 0,” +(r, — 0” + .. 0.0) 
und für das hexagonale System mit der Achse z als Hauptachse in 
F= (6, — + (9, — 0,)?+4(, — +2 (7? +2)”. . (0) 


über. 
2. Berechnung der Fließgrenze für das reguläre $ystem. Beachtet man, 
daß die Wurzeln der Gleichung 


(6, — p) T, 
(6, — p) (4) 
(6, — p) 
die Hauptspannungen 6;,, 05, 03 ergeben, so findet man 
0,6, 0,9, HI) +5, . . (6), 
+2 — +0,77 + 0,7)... . MN. 


Werden noch die Hauptschubspannungen 


03 — ©: — 0: 
eingeführt, so geht der Ausdruck (2) für die Fließgrenze in 


über. Das erste Glied ist hier von der Orientierung des Kristalls unabhängig, also muß 
nur untersucht werden, welches die Extremwerte von 


sind. Das Minimum dieses Ausdruckes läßt sich leicht angeben, denn laut Definition der 
Hauptachsen ist für dieselben ,—?7,—=7,—0 und das gesuchte Minimum 


Für das Maximum gilt 0,— 06,=0, Zum Beweise dieser Behauptung setzen wir 
zuerst das Gegenteil voraus, indem wir 0, -F 6, annehmen. Drehen wir nun den Kristall 
um die z-Achse, so bleiben die Größen o,, 7,? 7,” und 


2 


invariant. Die Invarianz dieser Ausdrücke kann als allgemein bekannt vorausgesetzt werden, 
mit Rücksicht auf den späteren Gebrauch werde hier der Beweis durch direkte Aus- 
rechnung erbracht. 

Beziehen sich die Buchstaben a,b, c auf die Kristallachsen &, y, z, die Indizes 1, 
2,3 auf die gleichnamigen Hauptachsen des Spannungstensors, so können mit Hilfe der 
Richtungscos 


3% 0; 
und der Hauptspannungen 9,, 63, 0; die auf die Kristallachsen bezogenen Spannungen 
wie folgt ausgedrückt werden: 
—b cı 6, cz 05 
=aı bı + As + Az b3 63 


as 
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ferner die in Rede stehenden Ausdrücke 


Beachtet man noch die zwischen den Richtungscos bestehenden Relationen 
ad) +... 20’ —... 
= (a’— 3?’ . (15). 


Wie ersichtlich, hängen die Ausdrücke (11) nur von den Richtungscos der z-Achse 
ab und sind von der Orientierung der r- und y-Achsen unabhängig. 

Da sich sowohl 0, wie 0, zwischen demselben Minimum und Maximum kontinuier- 
lich ändert, gibt es eine Orientierung, für die 0, = 0, und 


Io Or — Oy - 


Wir gelangen so zu einem Widerspruch, also war der Ausgang falsch und für das 
Maximum besteht tatsächlich 
6, = 6, == 
Die Berechnung dieses Maximums erfolgt nun leicht aus den Gl. (5) und (6) und 
ergibt 
2 ‘ 
(63 63 + 03 +06, — . . (16) 


Die Extremwerte von F berechnen sich zu 
und 
Setzt man hier nach Hrn. Prof. R. v. Mises x = 0,6, so ist das Verhältnis der 
Spannungen beim gewöhnlichen Zugversuch an den beiden Grenzen 


o* 
4 


Der gewaltige Unterschied zwischen beiden Spannungen läßt es als ganz gut 
möglich erscheinen, daß die untere Fließgrenze, welche unter Umständen schwer zu be- 
obachten ist, für wiederholte Beanspruchung maßgebend ist. 

Bis jetzt haben wir angenommen, daß die Spannungen im ganzen Körper dieselben 
sind. Würden wir das nicht von den Spannungen, sondern den Dehnungen voraussetzen, 
so blieben unsere Betrachtungen im Prinzip unverändert. 

Die Fließgrenze (8) muß mit Hilfe der Elastizitätskonstanten durch den Dehnungs- 
tensor ausgedrückt werden. Das erste Glied in (8) bleibt auch so von der Orientierung 
unabhängig, 7 geht in einen analog gebauten Ausdruck in den Schiebungen mit einer 
Konstanten multipliziert über. Diese Konstante fällt bei der Rückkehr von den Schie- 
bungen zu den Schubspannungen wieder heraus. Die Berechnung der Extreme geschieht 
ganz ebenso wie im bereits behandelten Falle und führt zu demselben Resultat. 

Die Tatsache, daß wir für beide gegensätzliche Ausgangshypothesen dasselbe 
Resultat erhalten, läßt vermuten, daß dieses Resultat auch für wirkliche Körper richtig 
ist, welche weder der einen, noch der anderen Annahme entsprechen, sondern sozusagen 
dazwischen liegen. 


T— 


3. Berechnung der Fließgrenze für das hexagonale System. Der Aus- 
druck (3) für die Fließgrenze geht mit Rücksicht auf (5), (6) und (8) in 


= 1) (+ |+ . . (17) 
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über. Das erste Glied auf der rechten Seite ist hier von der Orientierung der Kristall- 
achsen wieder unabhängig, kann aus unseren Untersuchungen fortgelassen werden, so 
daß wir uns nur mit 


zu befassen haben, wo der Kürze halber für en « gesetzt wurde. 


Die beiden Glieder in der Klammer sind gegenüber einer Drehung um die 2-Achse 
invariant, können also laut (14) und (15) allein durch die Richtungscos der Achse z aus- 
gedrückt werden. 

T=|« cı?-+(41 — a’ +(4 — a) c3? 1?) + [a ca? +(4 — a) (19). 
T kann hier als Funktion von cı?, &? und c3? betrachtet werden, wobei diese Größen der 


Nebenbedingung ta’=1 . (20) 
genügen müssen. Der Bereich der Werte ist durch die Ungleichheiten 

begrenzt. 


Bezeichnet (4 — «)x den Lagrangeschen Multiplikator, so genügen die Extrema 
den Gleichungen 


2 2 
4—a 
2 (22), 
In 3 2 2 2 
Cı —+- +1 —+ 63 | 


falls «#4. 
Hier sind cy’, die Unbekannten. Die Determinante dieses linearen 


Gleichungssystems ist 
a? nm?’ ı 
15? 0 T,? 27° (3’—n?’— 1?) 
n?0 (3’—n’— rn?) — 
10% 
und da laut Definition n +3 +n= 0, so folgt 
p- 
Multiplizieren wir die Gl. (22) der Reihe nach mit x%ı, %, %, — %ı #9 # und addieren, so 
erhalıen wir nach einiger Umformung 
(1 — 

Schließen wir die Fälle a=1l, a=4 =0, 7; —= (0 aus unseren Be- 
trachtungen vorläufig aus, so sehen wir, daß der größte und kleinste Wert von 7 am 
Rande des Werivereiches von cCı’, ca’, c3? erreicht wird. 

Setzen wir a0’—=0 und a’=1— cı?, so geht (19) in 

= —- an? +(4 — 


über und der zu 


1 a(r?— 19?) 273 +a19 1 — 2T7 +arı 
2 2 2 
gehörende Extremwert wird 
4 2 
n=; (2? . . (24). 
— — (AL 


Wenn «<4 erhalten wir ein Maximum, wenn @«>4 ein Minimum. cı? und ©? müssen 
natürlich beide positiv sein. 
Aehnlich erhält man von a’= 0 bzw. %’= 0 ausgehend 


4 2 
Tı = (n’—ıan 73) = [(2 7, ? 
4 —a 
> . (24a). 


| 2 


i—a 
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Um die Diskussion der möglichen Fälle durchführen zu können, setzen wir ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit 


woraus weiter folgt: susTsh (25). 
1. Fall «<4. 
27 a rı 
Für Fan So, -—, tun —, 
2 
2 2 uni. 
ren 713 Tj 


2.Fall.e «>4. Alle Ungleichheiten gehen in die Entgegengesetzten über, schließen sich 
also für 75 und 75 gegenseitig aus. Für 71 ist 


Außer 7,, 73 und 7; müssen wir noch diejenigen Werte von Tin Betracht ziehen, 
welche sich für 1’=1, =1, 1 ergeben. Diese sind 
=ar?, Bı=arm?, . . 2... (30). 
Von diesen 6 Größen muß man die größte und kleinste aussuchen. Wir finden 


also ist für 
u<ı ST; i<e<i 

Dehnt man diese Betrachtung auch auf 7, auf, so gilt 

Zwischen den 735, 731, 712 bestehen die Ungleichheiten 

Da die Größen T7\, 7y. 73 Extremwerte sind, so gilt ganz allgemein, daß die- 

selben, falls « < 4, größer sind als die Größen 7 mit noch einem weiteren Index. 


Mit Rücksicht auf die Ungleichheiten (25), (26), (27), (28), (30), (31) und (32) kann 
man die folgende Tabelle aufstellen, wo die bisher ausgeschlussenen Fälle sich ganz von 


selbst erledigen: 


Kleinster | Größter 
Wert von T 
a<o0 Ta3 Tı 
Ta = Tyı = 
Tı2 T, 
—?2 Ty 
1<a<s Tıa T, 
Tg 
am —— Tıa =—?21tıry 
—?2 Tı 
T3 
— 
a == 
| 
<a | 
73 


T; — n=- 
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Mit Hilfe dieser Tabelle kann zu einem jeden gegebenen « sofort der kleinste und 
größte Wert von 7 angegeben werden. 


Setzen wir für Zn x— 50, A= — 0,5'), so ergibt sich 
6 
46 
T min 0,13 max 1,02 7,° 0,06 77° 0,06 
Fax = 41 ln’ + 73°) 29°? — 29°’ +11’ +1,17? 


Aus der letzten Gleichung ersieht man, daß der Einfluß von 7, und 7; auf die 
untere Fließgrenze neben demjenigen von 7, verhältnismäßig gering ist. Für den aus 
Zn-Kristallen aufgebauten Körper würde demnach die Mohrsche Schubspannungs- 
bvpothese bis auf '/, vll zutreffen. 

Die Orientierung des Kristalls gegenüber den Hauptspannupgsrichtungen kann für 
das hexagonale Kristallsystem leicht bestimmt werden. Die Richtungscos der z- Achse 
können unmittelbar aus den zu (23) analog gebauten Gleichungen berechnet werden; die 
Richtung der und y- Achsen ist belanglos. 

Für das reguläre System haben wir bis jetzt die Bestimmung der Achsenrichtungen 
im Falle des Maximums von 7 noch nicht erledigt. In diesem Falle (im Falle des 
Minimums nicht!) können wir die Resultate für das hexagonale System mit «= ( an- 
wenden. So ergeben sich unmittelbar die Richtungscos von 2. Die Quadrate aller übrigen 
Richtungscos können, da cı — 0, aus den Gleichungen 
0, +03 + 03 


a,” t da” = | . ds G = 0, un ds” 0 O3 


berechnet werden. 

Um sich eine klare Vorstellung zu verschaiien, kann man auch so verfahren, daß 
man zuerst die Kristallachsen in den Hauptspannungsrichtungen annimmt. Durch eine 
Drehung um die © Achse kann z in die berechnete Richtung gebracht werden. Da in 
der zur &-Achse senkrechten Ebene keine Schubspannung wirkt, muß hierauf nur noch 
eine Drehung von — 45° um die z-Achse vorgenommen werden, damit 7 den größten 
Wert erhalte. 

Gehen wir anstatt von der Unveränderlichkeit der Spannungen von der Unver- 
änderlichkeit der Dehnurgen aus, so bleiben, wie im Falle des regulären Systems, alle 
Resultate dieselben. 


4. Berechnung der Fließgrenze für das trikline System. Es liegt die Frage 
nahe, ob die für das reguläre und das hexagonale Kristallsystem durchgeführte Berech- 
nung nicht auch im allgemeinsten Falle des triklinen Systems durchgeführt werden 
könnte. Im Besitze des Resultates dieser Berechnung würde man die Daten für die 
möglichen Symmetrien einfach durch Spezialisierung erhaiten. 

Leider zeigen sich beim skizzierten Wege rechnerische Schwierigkeiten, deren 
Ueberwindung mir bis jetzt nicht gelungen ist So will ich nur einige Möglichkeiten 
über die Wahl des Koordinatensystems bei der Bestimmung der Extrema etwas näher 
betrachten. 

Am nächstliegenden erscheint die Einführung der Eulerschen Winkelkoordinaten, 
welche voneinander unabhängig sind und so zu drei Gleichungen führen. Diese sind 
aber transzendent und außerdem noch von ganz verschiedenem Bau. 

Würde man die Richtungscos eines rechtwinkligen Trieders einführen, so hätte man 
neun Veränderliche mit sechs quadratischen Nebenbedipgungen. Die durch Diiferenziieren 
erhaltenen neun weiteren Gleiehungen sind vom dritten Grade. Obzwar alle Gleichungen 
einen leicht übersehbaren symmetrischen Bau aufweisen, ist die Ausrechnung der 15 Un- 
bekannten kaum durchführbar. 

Dem Problem am besten angepaßt erscheint die Wahl von ©,,0,,0,, 7,,7,, 7, als 
Koordinaten. Zwischen ibnen bestehen die Beziehungen (5), (6), (7), welche vom ersten, 
zweiten bzw. dritten Grade sind. Verfährt man mechanisch nach den Regeln der Be- 
rechnung von Maxima und Minima, so erhält man drei weitere Unbekannte und sechs 
weitere Gleichungen vom dritten Grade. 

Die Anzahl der Unbekannten kann durch einen Kunstgrifi noch herabgesetzt werden. 


)) R.v. Mises, diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S. 161 bis 185, 


Bi... 
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Wenn man den Kristall aus der Lage, in der F ein Extremwert ist, um einen 
unendlich kleinen Winkel herausdreht, muß der Extremwert bis auf Größen zweiter ÖOrd- 
nung konstant bleiben. Da eine jede unendlich kleine Drehung aus drei Drehungen um 
die Koordinatenachsen zusammengesetzt werden kann, müssen wir uns nur mit den 
Drehungen um die letzteren beschäftigen. 

Ist der Extremwert bei der unendlich kleinen Drehung um die £-Achse bis auf 
Größen zweiter und höberer Ordnungen konstant, so ist, wenn %. den Verdrehungswinkel 


bezeichnet, —=0, was unmittelbar aus der Maclaurinschen Reihenentwicklung von 
F nach g, folgt. Da die Konstanten k bei der vorgenommenen Drehung unverändert 
bleiben, müssen nur die Differentialquotienten der Spannungen nach %, berechnet werden. 


Die Matrix der Richtungscos für eine Drehung um die X-Achse ist 


x 
% l 0 0 
y 0 sing, 
| 0 — sing, 


wo wir, wie im folgenden, alle Werte in der Lage des Extremwertes mit dem Index 0 
bezeichnen. Mit diesen Werten wird 


0, = 6,0 608°? —+ 09,0 Sin’y. — Sin y.CO8 
—= 0,9 Sin’ 0,0 608° + 2 7,0 Sin 


7, (9,0 — 040) Sin + (c08?Y, — sin?g,.), 


Differenziiert man und setzt y, = 0, so folgt 
= 0, 0,0 = — 2 7,0 To = 0,0 — 020, = T,o, = — To. 


Setzt man diese Differenzialquotienten in (5 ) = 0 "ein und läßt den Index O0 fort, so 


erhält man eine quadratische Gleichung, welchen die Spannungen genügen müssen. Von 
einer Drehung um die y- bzw. z Ächse ausgeliend, erhalten wir zwei weitere Gleichungen. 
Diese drei Gleichungen, zusammen mit (5), (6), (7), genügen zur Bestimmung der 
Spannungen. 

Auf diesem Weg erhält man also nur sechs Gleichungen, mit den Spannungen als 
Unbekannten. Die Diskussion derselben ist im allgemeinen, wie wir schon aus dem Falle 
des hexagonalen Systems ersehen, so verwickelt, daß es nicht als lohnend erscheint, auf 
dieselbe weiter einzugehen. 


5, Berechnung der elastischen Konstanten des quasiisotropen Körpers 
aus denjenigen des Einkristalls. Wie bisher, können wir auf zweierlei Arten ver- 
fahren. Entweder setzen wir die Deformation für die einzelnen Krystalle gleich und 
suchen nach den Mittelwerten der Spannungen, oder wir setzen umgekehrt die Span- 
nungen gleich und suchen nach den Mittelwerten der Deformationen. Vergleichen wir 
diese auf zwei verschiedenen Wegen erhaltenen Werte, so haben wir auch einen Anhalts- 
punkt für die Zulässigkeit der zugrunde gelegten Hypothesen. 

Zum erstenmal sollen also die Hauptdehnungen &ı, &, & für jeden Kristall den- 
selben Wert haben. Es soll dann der Mittelwert der Spannungen bei den verschiedenen 
Orientierungen der einzelnen Kristalle zu den Hauptachsen des Dehnungstensors be- 
rechnet werden. 

Es bezeichne 1, 2, 3 die Hauptachsen des Dehnungstensors, &, y, z die kristallo- 
graphischen Achsen, welche im Körper festliegen. Die Richtungscos zwischen den Achsen sind 


l > 


dı da dz 
7 b; 
< 
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Bezeichnen cıı, C)3 usw. die elastischen Konstanten, so gelten folgende Gleichungen: 


+2b a. vn. . . (33), 


e, — + —+ ; Yy = + + 0343 &) (35). 
Durch sukzessives Einsetzen in die erste dieser Gleichungen erhält man 
+ [2 a1?b,?&ı + + b?a2?) & + (aı?b; + b1’a3?)&| + 033 ] + 031 
+ 2014 [?2a1?dı cı + (aı?da ca + bı C1Q3?) & + + a3?) &] + |. 
4- 2 036 .] 40,4 [b1 &ı + —+t bıCı b; C3 405; .] —+ 4066 [. ) (36), 
+ 403 [2 a, &ı + (bı + Cı Aı & + (b1 Cı a3 + Cı C3) 
wo die nicht angeschriebenen Glieder von den ihnen vorausgehenden nur durch eine 
Vertauschung der Buchstaben verschieden sind. 

Nun benötigen wir die Mittelwerte der hier vorkommenden Koeffizienten. 

Wenn man in der Matrix der Richtungscos die Reihen mit den Spalten vertauscht 
oder Reihen allein so vertauscht, daß die Determinante der Matrix ihren Wert nicht 
ändert, so erhalten wir ein zweites Koordinatensystem, welches dem ersten äquivalent 
ist. Die Mittelwerte von entsprechenden Kombinationen der Elemente müssen dann aus 


beiden Matrizes berechnet miteinander identisch sein. So findet man, daß alle Mittelwerte 
der Koeffizienten der € in Gl. (36) nach den folgenden Typen eingeteilt werden können: 


aı?ay°; (a1*b,? + aı?bicı ; (a1ı?ba + di aı cı 


+cCı C3). 


Aegnivalente Koordinatensysteme entstehen auch dadurch, daß wir in Spalten und 
Reihen die Vorzeichen aller Elemente so ändern, daß die aus ihnen gebildete Deter- 
minante unverändeıt bleibt. Bildet man die Summe von zwei entsprechenden Kombi- 
nationen und dann den Mittelwert, so ist derselbe gleich dem doppelten Mittelwert des 
einzelnen Gliedes. Es kann so leicht bewiesen werden, daß 


= + b, Cıdy = == (b, Cı da aıcı == 0, 
Aus der Identität 1? + 1 und der Symmetrie in aı, folgt 


. . R . . . (37) 
und ebenso für die übrigen Richtungscos. 
Zur Berechnung der Mittelwerte der vierten Potenzen bedenken wir, daß ein jeder 
Richtungscos sich von den anderen unabhängig von — 1 bis +1 ändern kann, dem- 
zufolge ist 


Mit diesem Werte können die weiteren Mittelwerte leicht berechnet werden, z.B. 
für findet man 
+ 2a = 1— 2’ + 
und mit Rücksicht auf (37) und (38) 


(39). 
Ebenso für alle diejenigen Paare von Richtungscos, bei denen der Buchstabe oder der 
Index gemeinsam ist. 
Weiter findet man 
Ebenso für alle Produkte zu vieren, in welchen nur je zwei Buchstaben und je zwei 
Indizes vorkommen. 
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Quadriert man die Identität 
= ba — bı 


und bildet den Mittelwert, so folgt 

Setzt man die so berechneten Mittelwerte aus (38), (39), (40), (41) in den Mittelwert von 
(36) ein, so folgt: 


2 (cıı + + C33) — 2 + + + (rag + 055 + 
15 


+ 692 + 033) + + + — 2 + 055 + 066) 
15 


+ . (42) 
und mit den in der technischen Festigkeitslehre gebräuchlichen Bezeichnungen der 
Schubelastizitätsmodul 
+ 699 + 033) — + + + + + 
15 


und die Poissonsche Konstante 


(43). 


+c9 + 033) — (093 + + + + 055 + Con) 
(Cıı + + + + Cı2) — 2 + C55 + 


Der Elastizitätsmodul für Zug und Druck berechnet sich dann weiter aus der 
bekannten Formel 


Als Beispiel diene die Berechnung der Konstanten des qnasiisotropen Kupfers. 
Für den Einkristall ist nach Landolt-Börnstein: Physikalisch-Chemische Tabellen 
= (93 = Ca; = 1342000 kg/em’?, 
033 = = = 657500 » 
CH = = = 559000 » 
und alle übrigen Konstanten sind gleich Null. Für die elastischen Konstanten des Viel- 
kristalls erhält man dann 
G = 472300 kg/cm‘, m = 3,655, E= 1203000 kg/om’. 

Geht man anstatt von gleichen Debnungen von gleichen Spannungen aus und 
berechnet die Mittelwerte der Dehnungen, so bleiben obige Ausführungen im großen 
Ganzen unverändert, nur muß die Rolle der Spannungen und Dehnunrgen vertauscht 
werden. An die Stelle der Konstanten c treten z. B. im regulären System die ent- 
sprechenden Elemente der Adjungierten von 

| 0 0 0 

0 0 0 


geteilt durch D selbst, also 


2 
CH —cı3 1 
Ssıı = 3 3 Ssp=- 3 m Ssu= — (45). 


Außerdem fallen nur mehr die Faktoren 2 in den Gleichungen fort, welche (33) und (35) 
entsprechen. Führt man die Rechnung durch, so erhält man an Stelle von (42) 


2s1ı +8 sı2 4811 —48ı2a + 38 
= 11 12 44 (0, 11 12 44 (46), 
10 10 
woraus 
5 
88511 + 2519 + 844 2811 + — 


folgt. 


| 
0 0 0 0 04 0 
0 0 0 0 0 044 
| 
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Mit den Daten für Kupfer berechnet man 
sıı = 1,100 cm?/kg, = — 0,362 10" cem?/kg, 1,790 - 10”° cm?/kg 
und erhält weiter auf dem zweiten Wege 
E= 1146000 kg/em? m=5,256 G= 4383100 kg/cm’ 

Wie ersichtlich, weichen die beiden auf verschiedener Grundlage berechneten 
Werte nur verhältnismäßig wenig voneinander ab. 

Die berechneten Daten gestatten uns, im Besitze entsprechender Zahlenwerte für 
den Einkristall, das Verhalten des quasiisotropen Körpers vom Beginne des Deformations- 
vorganges an durch das elastische Gebiet bis zur unteren Fließgrenze numerisch zu 
verfolgen. 877 


ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 
Praktische Verfahren der Gleichungsauflösung. 


Von R. v. MISES und H. POLLACZEK-GEIRINGER in Berlin. 


n einer Vorlesung über »Praktische Analysis«, die der erstgenannte Verfasser im 
Sommer-Semester 1927 hielt, kamen eine Reihe von Rechnungsverfahren zur Sprache, 
die teils neu, teils wenig bekannt sind. Es erschien zweckmäßig, einiges davon mit 

kurzer Begründung und Hinweisen auf die wichtigsten Anwendungen zusammenzustellen. 
Dieser Arbeit hat sich der zweitgenannte Verfasser — zunächst hinsichtlich der Methoden 
der Gleichungsaufiösung — unterzogen; von ihm rühren auch wesentliche Ergän- 
zungen und nähere Ausführungen sowie die Zahlenbeispiele her. 

Im ersten Abschnitt des vorliegenden Berichtes wird ein Verfahren zur Lösung 
einer beliebigen Gleichung mit einer Unbekannten entwickelt, das sich von den bisher 
bekannten dadurch unterscheidet, daß es stets zum Ziele führt (immer konvergiert) und 
in der Regel weniger Rechenarbeit verlangt. Die Aufsuchung der Wurzeln von 
Gleichungssvystemen wird in den beiden folgenden Abschnitten nur für den Sonder- 
fall der linearen Gleichungen behandelt. Für das »Iterationsverfahren in Gesamt- 
schritten«, welches die unmittelbare Uebertragung des Veıfahrens für Eine Unbekannte 
darstellt, werden in Abschnitt 2 die zum Teil bekannten, meist nicht gehörig beachteten 
Konvergenzbedingungen zusammengestellt sowie Fehlerabschätzungen gegeben. 

Besondere Bedeutung kommt dem in Abschnitt 3 behandelten, als »Iteration in 
Einzelschritten« bezeichneten, von Ph. Seidel stammenden Ansatz zu. Dieser ist — nach 
gewissen Umformunrgen — auf beliebige lineare Gleiehungssysteme anwendbar; an- 
dererseits liefert er in seiner ursprünglichen Form ohne jede Vorarbeit ein allgemeines, 
stets konvergentes Verfahren für die Lösung einer umfassenden Klasse von linearen 
Gleichungen, nämlich aller derer, die aus einem Minimumproblem hervorgehen. Für die 
Behandlung n-fach statisch unbestimmter Systeme kann man daraus einen sehr 
anschaulichen Satz gewinnen, der das allgemeine Problem auf die wiederholte Auflösung 
einfach unbestimmter Systeme zurückführt ') (Abschnitt 4). 

Schließlich werden in den letzten Abschnitten ?) Systeme homogener linearer Glei- 
chungen mit Parameter betrachtet, eine Aufgabe, die bekanntlich bei der Untersuchung 
von Eigenschwingungen elastischer Systeme und bei der Aufsuchung von Stabilitätsgrenzen 
(kritischen Lasten) auftritt. Die sinngemäße Ueberiragung des in der Technik bekannten 
Verfahrens von Vianello zur Bestimmung des kleinsten Eigenwertes bei Randwert- 
problemen gewöhnlicher Differentialgleichungen gestattet durch einfache Iteration, ‘obne 
vorherige Lösung einer Gleichung n-ten Grades, den kleinsten Eigenwert und die zu- 
gehörige Eigenlösung zu finden. Daß man auf die gleiche Weise, durch wiederholte An- 
wendung des Verfahrens auch die höheren Eigenwerte und zugehörigen Eigenlösungen 
finden könne, ist eine oft wiederholte, unzutreiiende Behauptung. Wir geben in Ab- 
schnitt 6 an, in welcher Weise man tatsächlich dieses für die Anwendungen oft wichtige 
Problem erledigen kann. 

Soweit uns einschlägige frühere Veröftentlichungen bekannt wurden, sind sie an 
den betreffenden Stellen angeführt worden. Die Sätze und sonstigen Ergebnisse, die ohne 
Belege wiedergegeben werden, dürften im wesentlichen neu sein. 


') Vergl. den Vortragsauszug: H. Pollaczek-Geiringer, diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S. 446. 
”) Diese Abschnitte erscheinen als Fortsetzung im nächsten Heft. 


| 
= | 
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1. Auflösung einer Gleichung mit einer Unbekannten. Eine Wurzel a der 
Gleichung f(x) = 0 suchen [wobei /(x) eine reelle stetige Funktion der reellen Varia- 
beln & ist], heißt praktisch, ein Intervall von einer genügend kleinen länge Ö bestimmen, 
innerbalb dessen f mindestens einmal verschwindet. Z. B. bedeutet die Angabe, a = 0,276 
sei eine Wurzel von /(x)=0, daß /(x) innerhalb des Intervalls 0,2755 bis 0,2765 min- 
destens einmal den Wert Null annimmt. Im besonderen kann die Aufgabe gestellt sein, 
ausgehend von einem gegebenen Punkte 2 =X%,, die nächste, rechts von %, gelegene 
Wurzel von f(®) zu suchen. 

Um eine solche Wurzel zu bestimmen, muß man sich zunächst ein Bild machen 
von dem Anwachsen der Funktion, von ihrer »Steigung«, sei es, indem man eine robe 
Skizze entwirft oder, indem man den Differenzenquotienten abschätzt. Genau genommen, 
f — f(aı) 

x — 
Zahl c, die dem Betrage nach kleiner ist als der reziproke Wert der größten Steigung 
in dem für die Aufsuchung der Wurzel in Frage kommenden Bereich: 


f (73) f (X1) ınax 


Bei einer diiferenzierbaren Funktion wird man meist von der Tatsache Gebrauch machen, 
daß für eine solche die obere und die untere Grenze der Steigung in einem bestimmten 
Intervall mit der oberen und unteren Grenze der Ableitung in diesem Intervall zusammen- 
fallen. Mit einem gemäß (1) gewählten Werte von c bildet man, ausgehend von einem 
Punkte %,, in dem f(%ı) positiv sein mag, die Zahlenfolge: 

Wir behaupten, daß man auf diese Weise, wenn es überhaupt rechts oder links von 7, 
eine Wurzel gibt, stets zu dieser gelangt, und zwar bei positivem © zu der nächsten 
rechts von %, gelegenen, bei negativem c zu der linken. Ist /(#,) <0, so vertauschen 
sich hier rechts und links. 

(Geometrisch bedeutet (2), daß man, ausgehend 
von dem Kurvenpunkte yı =f(xı) eine Gerade unter 4 
dem Winkel « zieht (Abb. 1), wobei c=ctg«, eine 
Gerade also, die wegen (1) steiler nach rechts abwärts 
geht als die stärkste Sehnenneigung der Kurve im be- 
trachteten Intervall (zwischen x, und der Wurzel). 
Aus der Figur — die für positives / gezeichnet ist — 
seht schon hervor, daß man auf diese Weise von links 
immer näher an die Wurzel herankommt, ohne über 
sie hinauszugelangen, und eben darin besteht die Be- Abb. 1. 
hauptung. 

Für den Mathematiker beruht der Konvergenzbeweis in folgenden Ueberlegungen: 
Gemäß der Erklärung von c ist dieses dem Betrage nach kleiner als der reziproke Wert 
der Steigung für irgend zwei Pankte; wenn also die Steigung zwischen dem n-ten Nähe- 
rungswert x, und einem Wurzelwert a gebildet wird, so ist 


ist unter Steigung der Differenzenquotient zu verstehen. Man wählt nun eine 


fix) 


5 In En 0 
f — f (a) f (&n) 
und daher gilt wegen (2) für jedes n —1,2,... 


Ist /(&\) > 0, e positiv gewählt und bezeichnet «a den nächsten rechts von &, ge- 
legenen Wurzelwert, so folgt aus (2), daß %&, >%,, und aus (3), weil a rechts von &ı 
liegt, daß &% — x, <a —%ı, d.h. %, liegt zwischen 7%, und a. Demnach muß, da a die 
nächste rechts von %, gelegene Wurzel war, auch /(&,)>0 sein und man schließt 
wieder aus (2) und (3), daß &; zwischen %, und a liegen muß, usw. Die ©, &% ... 
bilden also eine beschränkte und monoton wachsende Folge, besitzen daher einen 
Grenzwert. Von einem gewissen, hinlänglich großen n an werden sich dann die &,, 
%,+1,... voneinander dem Betrage nach um höchstens & unterscheiden, wobei & eine 
beliebig klein vorgebbare Zahl ist: 


—%, <e, also wegen (2) cf(&,) <e. 
Da c von Null verschieden gewählt war, kann somit der Grenzwert unserer Folge von 
einer Wurzel von f(*) nicht verschieden sein; da die Folge anderseits nicht über a hin- 
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auswachsen kann und a die nächste rechts gelegene Wurzel ist, konvergiert die Folge 
X, %,, % ... gegen diese Zahl. 
Zusammenfassend kann man sagen: 


Satz 1. Bildet man mit einem Beiwert c, dessen Betrag nicht größer 
ist als der reziproke Wert der größten Steigung, die die Funktion f(®) in 
dem in Betracht kommenden Intervall aufweist, die Zahlenfolge 


u, 
so führt sie, je nachdem man cf(%) positiv oder negativ gewählt hat, zu 
dem nächsten rechts oder links von %, gelegenen Wurzelwert. Die Zahlen- 


tolge ist einsinnig wachsend oder abnehmend und führt nur dann ins Un- 
endliche, wenn rechts bzw. links von &%, keine Wurzel vorhanden ist. 


Man sieht, daß man sich bei c/(&,)>0 mittels der sukzessive berechneten &,, %,.... 
einer etwa vorhandenen Wurzela jedesfalls von links nähert. Die Konvergerz wird übrigens 
um so schneller sein, je größer man c unter Beachtung von (1) gewählt bat, da ja &%ı 
aus X, durch Hinzufügung des Zusatzes c /(X%,.) hervorgeht. Man kann c auch von Schritt 
zu Schritt geeignet verändern, also größere c wählen, wenn man in einen Bereich mit 
geringerer Steigung kommt (vergl. das folgende Beispiel. Wenn man so einige Schriite 
ausgeführt hat, wird man, um die Wurzel auch von rechts einzugrenzen, für einen 
Wert &,', der etwas größer ist als das zuletzt berechnete &,, den Wert von f(&') be- 
rechnen. Falls dieser negativ ist, kann man, wenn man das Intervall für die Wurzel 
noch weiter verengern will, entweder von links aus noch einige Schritte berechnen, oder 
von %,' ausgehend nun ähnlich wie in (2) eine abnehmende Folge: 

bilden, die von rechts gegen a konvergiert. 

Falls f(®) für X, negativ, für X,’ positiv ist (X, kleiner als ©), so macht man, um 
von %, zur nächsten rechts gelegenen Wurzel zu kommen, den analogen Ansatz mit einem 
Beiwert — ce <0: 


und um das Intervall auch von der andern Seite abzugrenzen: 


wobei man von einem %,' ausgeht, das ein wenig rechts von dem zuletzt berechneten 
x. liegt und für das f(%,') positiv ist. 

Hierbei ist zunächst an einfache Wurzeln gedacht, die zugleich Zeichenwechsel 
der Funktion fx) sind. Besteht die Vermutung, daß die Gleichung eine mehrfäche 
Wurzel besitzt, so wird man wohl in der Regel die Ableitung von f(2) untersuchen. 
Das hier darzestellte Verfahren ge+tattet aber auch, aus dem Verhalten von f (X) allein 
gewisse Schlüsse zu ziehen. Soll die Annahme geprüft werden, ob z. B. zwischen zwei 
Zahlen x; und wobei etwa und f(aı') positiv sei und <xı', eine Null- 
stelle ohne Zeichenwechsel liegt, so bilde man mit entsprechendem positiven c die Zahlen- 
tolgen: =rı +c/(a), +efln)..., 

(wobei wieder die c gegebenenfalls von Schritt zu Schritt abgeändert werden dürfen, 
aber stets (1) zu beachten ist). Solange sich diese Folgen nähern, ohne sich zu über- 
schneiden, kann eine eventuelle Doppelwurzel nur zwischen ihnen liegen. Ueberschneiden 
sie sich, so ist gewiß keine Doppelwurzel vorhanden. 

Unser Verfahren soll nun an einem Beispiel erläutert werden. Die Gleichung 

1 4 2 1 —coor)—rsinr 


gibt für eine gewisse Klasse von Fällen die sogenannte Knickbedingung für einen 
eingespannten ebenen Rechtwinkelrahmen !), Dabei ist x eine Zahl, die von den Kon- 
stanten des Rahmens abbängt. Zu jedem x gibt es ein bestimmtes kleinstes x, das die 
Knricklast des Rahmens bestimmt. Wir wollen diesen 2&-Wert für «=1 aufsuchen 
und betrachten also die Funktion 


4 2(L—eceosr) —«sinz 


') Vergl. R. v. Mises und J. Ratzersdorfer, diese Zeitschr., Bd. 6 (1928), S. ®. 
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Der Nenner des Bruches verschwindet, wenn <=tg“x. Bezeichnet man mit %, die 
kleinste (links nahe an 37/2 gelegene) Wurzel dieser transzendenten Gleichung, deren 
Wert 4,4934 ist’), so wird für unendlich und nimmt für nach rechts 
ab. Für <—=3n/2 erhält man f- 0,21, für 
z—=2n ist f=—1, da der Zähler des 
Bruches verschwindet. Also muß zwischen u/2) 

37/2 und 2 mindestens eine Wurzel liegen; 

die erste rechts von 37/2 gelegene ist die 

von uns gesuchte. Denn für positive <-Werte 

links von %, verläuft /(%), wie eine kurze ala 
Ueberschlagsrechnung lehrt, ganz im Nega- 
tiven, und zwar steigt f(&) ausgehend vom 
Werte bei <=0 allmählıch an, er- 
reicht zwischen 7/2 und z ein (negatives) 
Maximum und nimmt von da an wieder bis i | 
zu der erwähnten, bei %, gelegenen Asymp- Abb. 2. 

tote ab (Abb. 2). 

Als Ausgangspunkt wählen wir &, =3?r/2. Um den Beiwert c, der für unser Ver- 
fahren wesentlich ist, zu bestimmen, differenzieren wir /(x) und erhalten: 


c082 — sin x? (x 608 © — sin x)? 
Die Steigung nimmt von der Stelle der Asymptote her mit wachsendem % immer mehr 
ab. Wir rechnen daher zunächst f’ (37/2); dieser Wert ist sicher größer als die Steigung 
für größere ©. Man erhält (mit dem Rechenstab) f’ (37/2) = — 6,40. Der reziproke Wert 
davon ist — 0,157, also sicher absolut größer als 0,15. Diese Zahl wählen wir zunächst 


als Beiwert c und rechnen 
3 
0,15 = 4,71 + 0,0315 = 4,7415. 


Da für 4,7415 der Wert von f(&) mühsam zu rechnen ist, so rechnen wir zunächst für 
4,74, was die Konvergenz im schlimmsten Fall eiwas verzögert. Es ergibt sich f (4,74) 
— 0,06 und daraus: 


8 2(1 —cosz) —Tsin « 4 4 —rsinr 


% = 4,74 +0,06 :0,15= 4,749. 
Wir versuchen nun &; = 4,75 und rechnen diesen Wert schon genauer, da wir uns be- 
reits in der Nähe der Wurzel befinden. Es ergibt sich / (4,75) = 0,00422 und daraus 


x = 4,75 + 0,15 - 0,00422 = 4,7506330 . 
Nun wählen wir, um eine Annäherung von der anderen Seite zu erhalten, xı = 4,751, 
f (4,751) = — 0,0005125. Um eine bessere Konvergenz zu erzielen, rechnen wir den 


Wert der Ableitung f'(x) an der Stelle 4,751. Er ergibt sich absolut kleiner als 4,6, 
so daß man jetzt c= 0,217 nehmen darf (statt wie früher 0,15) und somit 


% = 4,751 — 0,217 : 0,0005125 = 4,75088879, 
Diese Zahl liegt oberhalb der Wurzel. Um noch eine bessere untere Schranke als das 
vorher errechnete % zu erhalten, berücksichtigen wir den Wert der Ableitung an der 


Stelle 4,75, der etwas größer ist als der für 4,751. Es zeigt sich, daß man hier schon 
c= 0,21 nehmen darf; wir korrigieren daher, ohne einen neuen Funktionswert zu rechnen, 
das in ein 5: 

x = 4,75 + 0,21: 0,00422 = 4,75088620 . 
Es ist also die Wurzel zwischen 4,75088620 und 4,75088879 eingegrenzt, also innerhalb 
eines Intervalls von einer Länge < 3: 10°. 

Wenn man abkürzt, ergibt sich 

x = 4,75089. 

Es sei zum Schluß darauf hingewiesen, daß alle bekannten Verfahren der Wurzel- 
bestimmung, wie das Newtonsche Verfahren, die regula falsi, das gewöhnliche 
Iterationsverfahren, als Spezialfälle des beschriebenen allgemeinen Iterationsver- 
fahrens aufgefaßt werden können. Allgemein gesprochen haben wir ja eine Zahlenfolge 
der Form (n=1,2,...) 


I) vergl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Lelpzig 1928, 8.3, 
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aufgestellt. Bei den bisher bekannten Methoden wird über die Beiwerte c, in einer Weise 
verfügt, die die Konvergenz nicht sicherstellt, dafür aber in anderer Hinsicht 
vielleicht zweckmäßiger erscheint. Das Newtonsche Verfahren setzt nämlich 


(zn) 


- 
” 


fest, die regula falsi 
In 
das geläufige Iterationsverfahren 

(reometrisch bedeutet das, daß man im ersten Falle in Richtung der Tangente an den 
Punkt mit der Ordinate /(x,„), im zweiten Falle in Richtung der Sehne durch die Kurven- 
punkte mit den Abszissen &,, %.-ı, endlich im letzten Falle unter dem festen Winkel 
von 45° eine Gerade zieht, deren Schnitt mit der x-Achse jeweils den nächsten Wert 
X„+ı bestimmt usf. Es ist bekannt, daß man sich in jedem dieser Fälle unter Umständen 
von der Nullstelle entfernen kann. Freilich konvergiert das eine oder andere Ver- 
fahren auch manchmal besonders rasch, da die Wahl der c„ den Verhältnissen sehr eng 
angepaßt sein kann. Dem steht wieder der rechnerische Nachteil gegenüber, daß bei 
den beiden erstgenannten Verfahren jeder einzelne Schritt eine Division erfordert. 

Das neue, hier empfohlene Verfahren der Wurzelaufsuchung hat den Vorteil, 
geringere Rechenarbeit beim Einzelschritt und gewährt die Sicherheit, daß 
die Folge der Einzelschritte gegen den Wurzelwert konvergiert. 


2. Lineare Gleichungssysteme. Die Auflösung linearer Gleichungen mit einer 
größeren Zahl von Unbekannten bildet einen sehr schwierigen Abschnitt der praktischen 
Algebra. Die Lösung mittels Determinanten ist unübersichtlich und hat noch den be- 
sonderen Nachteil, daß die Genauigkeit des Ergebnisses schon durch den ersten Schritt 
der Rechnung festgelegt wird. Da sich häufig kleine Differenzen großer Zahlen (ent- 
sprechend kleinen Werten der Determinanten) im Laufe der Rechnung ergeben, kann die 
in Aussicht genommene Genauigkeit beeinträchtigt werden und dies macht eine Wieder- 
holung des ganzen Rechnungsganges notwendig, ohne daß das bisher Errechnete ver- 
wertet wird; ja es kann vorkommen, daß die umfangreichste Rechenmaschine nicht genug 
Stellen besitzt, um ein Resultat von etwa drei Stellen zu liefern. — Diesem Verfahren 
und dem ihm wesensgleichen Eliminationsverfahren gegenüber treten die Verfahren der 
»Näherungsfolgen« oder Iteration. Sie bieten vor allem den Vorteil, daß man nicht von 
vornherein eine lestsetzung über die Genauigkeit der Rechnung trefien muß, sondern 
in jedem Stadium über eine Annäherung verfügt, die man nötigenfalls immer weiter ver- 
bessern kann. Außerdem pflanzen sich Fehler nicht dauernd fort, sondern werden im 
alleemeinen im Laufe der Rechnung selbsttätig korrigiert; sie verzögern schlimmsten- 
falls die Konvergenz. 

Wir wollen den allgemeinen Iterationsansatz von 1 sinngemäß auf lineare Gleichungen 
übertragen. Das zu lösende System, von dem wir voraussetzen, daß es lösbar ist (also 
eine von Null vorschiedene Determinante besitzt) laute 


L(&) = m +... +. m 
oder ganz kurz in Vektorform geschrieben: 
Dabei bezeichnet tv den Vektor mit den Komponenten &ı,...%,; Y den Vektor mit den 
Komponenten »,,...,„ und Wr steht für den mit der Matrix 
dı2, » Aın 
As ı, A22,... An 


transformierten Vektor t, dessen Komponente +... ist Ü=1, 
2 .n). Man gehe aus von irgendwelchen willkürlich oder gemäß einer Vermutung 


| 
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über die ungefähre Lage der Lösung gewählten Werten &(), ,),... x, und bestimme 
aus dieser neue Größen 9, ®,...x,'2) nach der Vorschrift: 


=== + 0. L. (ae(1) ) 


Man fährt fort, indem man rechts statt der x! die x(?) verwendet, um aus ihnen ein 


System x) zu bestimmen usf. Nach r—1 solchen »Gesamtschritten«, — wobei die Be- 
rechnung von n neuen Größen x aus n bekannten Größen z-V als ein »Gesamt- 
schritt«e bezeichnet wird — hat man ein System x” erhalten, aus diesem bestimmt 


man x" +D) usf. Es fragt sich, ob dieser Prozeß ein konvergenter ist und ob die 
Folge der Wertsysteme x") sich der Lösung von (1) nähern; genauer gesagt, ob es 
unter gewissen Voraussetzungen über das vorgegebene Gleichungssystem möglich ist, 
eine Vorschrift für die Wahl der „@=1,2,....n) zu geben — analog wie dies in 1 
im Fall einer Unbekannten gelungen war — derart, daß die Näherungsfolgen gegen die 
l,ösung konvergieren 

Zunächst ergibt sich in Verallgemeinerung des früheren Gedankenganges eine erste 
hinreichende Konvergenzbedingung wie folgt. Bezeichnet man mit %,...%, ein 
Lösungssystem, für das also (@)—0 (Ü=1,2....n), und führt Größen durch 

— 2) 
als ;'* »Fehlerkomponente« der »ten Näherung ein, so erhält man aus (2), indem man 
diese Gleichungen für den oberen Index vr und ?» +1 (statt 1 und 2) anschreibt und dann 
links &,, rechts &; + «;L; (x) subtrahiert, das in den z homogene Gleichungssystem 


21” + +...+ Cı Ayn Zn 
zu + 1) Ca Anl 2,” + Can An? + + (1 + En 


Sind hier die spaltenweise genommenen Summen der absoluten Beträge kleiner als ein 
echter Bruch «: 


Ga) + +... +1 am | 
so folgt aus (3) durch Addition: 
+... +0). . (5). 


Damit ist gezeigt, daß bei jedem Gesamtschritt die Summe der Absolutwerte der Fehler- 
komponenten kleiner wird und nach » Schritten wie die »!® Potenz eines echten Bruches 
abnimmt, also bei unbegrenzt wachsendem » beliebig klein wird, sobald (4) erfüllt ist. 
Das gleiche gilt a fortiori für jede einzelne Fehlerkomponente ?). 

Das Aufsuchen solcher Beiwerte c,, für die (4) erfüllt ist, läßt sich allerdings nur 
in Sonderfällen leicht bewerkstelligen, vor allem dann, wenn in jeder Zeile das Diagonal- 
glied a, gegenüber den Nebengliedern ,(/Fx) genug stark überwiegt. In einem 
solchen Falle wird man 


Cii 
setzen, um die Diagonalglieder im Schema (3) oder (4) zum Verschwinden zu bringen. 
Die Iteration (2) mit der Annahme (6) erhält so die Form, 


1 


I) Das Verfahren ist bekannt. (Vergl. etwa ©. Runge »Praxis der Gleiechungen«, Leipzig 
1921, S. 70 ff). Doch wird als Konvergenzbedingung meist die ganz unbestimmte Forderung aus- 
gesprochen, daß die Diagonalglieder in der Koeffizientenmatrix »überwiegend groß« sein sollen. 

3) Eine entsprechende Konvergenzbedingung für nicht lineare Gleiehungssysteme gibt z.B. 
U. Runge, Praxis der Gleichungen. Leipzig 1921, S. 69/70, 


so daß also die z!® Gleichung zur Verbesserung der if Unbekannten benutzt 
(nach der ;'e" Unbekannten aufgelöst) wird. Die Bedingung (4) nimmt die Form an: 

wobei 2’ bedeuten soll, daß nur über $*% summiert wird, daß also nur die Spalten- 
summen aus den Nebengliedern in Betracht kommen. Im besonderen ist (8) natürlich 
stets erfüllt, wenn keiner der (n—1) Summanden in (8) die Zahl 1/(n— 1) über- 
trifft, (wobei nicht immer das Gleichheitszeichen gelten darf), d. h. wenn in jeder Zeile 
das Diagonalglied mindestens (n —1)-mal so groß ist wie jedes der Nebenglieder. Da 
man jedes Gleichungssystem (1) mit nicht verschwindender Determinante so ordnen kann, 
daß die Diagonalglieder nicht verschwindende Koeffizienten haben, und man dann durch 
Dividieren jeder Gleichung durch den Koeffizienten des Diagonalgliedes ein System mit 
lauter Einsen in der Diagonale erhält, so lautet das bisherige Ergebnis: 


Satz 2. Wenn es möglich ist, Beiwerte cı, ©%,...c% so zu bestimmen, 
daß die mit ihnen gebildeten n Spaltensummen (4) sämtlich einen echten 
Bruch u nicht übertreffen, so konvergiert die mit diesen c, gebildete 
Iteration (2). 

Insbesondere führt dielteration | stets zum Ziel, 
wenn in dem »durchdividierten« System mit Diagonalkoeffizienten gleich 
Eins die n Summen aus den Beträgen der je (n — 1) untereinander stehen- 
den Nebenkoeffizienten sämtlich kleiner als Eins sind. 


Ehe wir dazu übergehen, weitere Konvergenzbedingungen anzugeben, sei noch eine 
Bemerkung über die Fehlerschätzung gemacht. Für die praktische Rechnung ist ja 
wichtiger — aber in der Regel noch schwieriger — als die Frage der Konvergenz die 
Frage nach einer brauchbaren Fehlerabschätzung in jedem Stadium der Rechnung. 
Eine nicht exakte, aber in der praktischen Analysis übliche Methode der Fehlerschätzung 
kann auf das Problem der Auflösung linearer Gleichungen durch Iteration folgendermaßen 
angewendet werden. Für zwei aufeinanderfolgende Näherungen ı”, r’*D und eine Lö- 
sung gilt gemäß dem Iterationsansatz (2), da =, 


wobei ZL; aus L; durch Weglassen des absoluten Gliedes hervorgeht. E (x) ist also auch 
eine Bezeichnung für die Komponente &ı +... + des transformieıten Vektors Ar. 


so ist nach (9), wenn man wieder für ©.) — x, = 2" (Fehler der »ten Näherung) setzt: 
846) | 


C 
Denkt man sich diese Gl. (11) nach den unbekannten Fehlern 2”) aufgelöst, so ergibt 
sich, wenn A und A:.. die Determinante aus den a.x bzw. die adjungierten Unterdeter- 
minanten bedeuten, 


—ı A| A 
| 
wenn & absolut größer ist als das größte der ——. Ist man dann nach einigen weiteren 


Schritten dahin gelangt, daß die Verbesserungen, die der g® Schritt mit sich bringt, 
durchschnittlich nur mehr halb so groß sind, wie die eben betrachteten des rten Schrittes, 


so folgt daraus 
2 A| 


Wären (12) und (12') nicht Ungleichungen, sondern Gleichungen ohne Absolutzeichen 
links, so könnte man (1?2') von (12) subtrahieren und erhielte 
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Die übliche, nicht beweisbare, durch das Vorstehende höchstens plausibel gemachta Be- 
hauptung geht nun dahin, daß der wirkliche Fehler 2 der pten Näherung von 
derselben Größenordnung ist, wie die Differenz der rte" und often Näherung, 


wenn die Verbesserungen, die der ge Schritt mit sich bringt, durchschnitt- 
lich halb so groß sind, wie die des rt" Schrittes. 


Eine exakte Fehlerschätzung ist möglich, wenn man das Zutreffen der Bedin- 
gung (4) bzw. (8) voraussetzt. Es sei wieder die Iteration so weit getrieben, daß 
die Verbesserung der i'®" Koordinate beim »ten Schnitt 

Dann ist 
n n 


i—=]1 


und erst recht 


n 
212) -— — SE 8, 
i==1 
Setzt ınan zur Abkürzung 
P3 2,” =D, > ze —q, ö, 
i—1 
so ist: 
N b Ö 
b-az=d oder 


Andererseits besagt (5), daß a <ub, also ist 
= —1+ 


a a a 


Läßt man das Mittelglied der Ungleichheit weg, so erhält ınan 


Ö 1 
l+—- 2 —, 


a u 
und wenn man dann das zweite und das dritte Glied berücksichtigt: 
i=1 1 — 
Wir erhalten somit das Ergebnis, das wir wieder der Einfachheit halber für ein 
System mit Einsen als Diagonalkoeffizienten aussprechen. 


Satz 3. Ist die Spaltensumme der absolut genommenen Nebenkoef- 
iizienten in einem Gleichungssystem mit den Diagonalkoeffizienten Eins 
kleiner als ein echter Bruch « und ist man in Verfolgung der üblichen 
Iteration (7) (bei der die öt® Gleichung zur Verbesserung der ;te" Unbe- 
kannten benutzt wird) so weit gekommen, daß der Unterschied der »ten Nähe- 
rung zur folgenden in der it®" Koordinate dem Betrage nach Ö, nicht über- 
trifft, so ist die Summe der Beträge der Komponenten der wirklichen Fehler 
der »ten Näherung höchstens gleich 


Man sieht, daß die Schranke um so besser wird, je kleiner « ist. Unser Satz 
kann auch dahin ausgesprochen werden, daß in dem betrachteten Falle die Beträge der 
einzelnen Verbesserungen wesentlich abnehmen wie die Glieder einer geometrischen Reihe 
mit dem Quotienten w. 


Als ein Beispiel für diese Fehlerabschätzung betrachten wir das folgende Glei- 
chungssystem ') 
3% +0,15y—0,92— 6 
0,08% + 4y— 0,162 = 12 
0,052 — 52—=20. 


) Runge-König, Vorlesungen über numerisches Reehnen. Berlin 1924, S. 184. 


on 
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Es seien die nachfolgenden Näherungen gerechnet: 


x Yy 
Näherung . . 2 3 4 
2. Näherung . . . .. 1,97 3,12 4,16 
3 Näherune . . 2. 1,9688 3,127 4,1675 
4, Nüäherung . . 1,96868 3,12732 4,16793 
5. Näherung . . . 1,96867 3,12734 4,16795 


Hier kann man «= 0,11 setzen; denn die drei absoluten Spaltensummen der Nebenglieder 
des »durchdividierten« Systems sind: 0,02 +0,01 = 0,03 bzw. 0,05 + 0,06 — 0,11 bzw. 
0,03 + 0,04 = 0,07; dann ist _ — 1,13. Für die 6;/®, das ist für den Unterschied der 
vierten und fünften Näherung, findet man in den drei Variablen 0,00001: 0,00002; 0,00002. 
Die Summe dieser Verbesserungen ist 0,00005 und unser Satz ergibt, daß die Summe der 
wirklichen Fehler der vierten Näherung die Zahl 0,00005 1,13 = 0,00006 nicht übertreffen 
kann. Für die driıtte Näherung ergibt die analoge Ueberlegung 0,00098 als obere Schranke, 
während tatsächlich die dritte Dezimalstelle in jeder Koordinate bei der dritten Näherung 
schon richtig ist. 

Audererseits kann die von uns gegebene Schranke unter Umständen erreicht werden, 
wie folgendes Beispiel zeigt, in dem « nicht kleiner als 0,5 gesetzt werden kann. Geht 
man mit cs =, — — I in die Gleichungen 

cz +0,5y=?2, 0,57 +y=2)5, 
so ergeben die Iterationsformeln (7) 

x(v) 
Setzt man hier 0, 2,5, so kommt x?) — 0,75, = 2,5. Hier ist 6, = 0,75, 


+&)—=0,75 und — 1,50. 
1 — u u 
Tatsächlich beträgt, da @= |, y= 2 die exakte Lösung ist, die absolute Fehlersumme 
der ersten Näherung 1 -+ 0,5 = 1,5; die der zweiten 0,25 + 0,5 = 0,75. Die angegebene 
Schranke ist also genau erreicht, und dies bleibt auch so bei den folgenden Schritten: 
2,125, 2,125, 203125, 2,03125, 2,0078125. 
ust. 

Wir wenden uns jetzt der Diskussion weiterer Konvergenzfälle zu. Wenn die 
Nebenglieder (in dem durchdividierten System mit Einsen in der Diagonale) zwar im 
allgemeinen von der Größenordnung 1/r sind, während aber doch einzelne Spalten 
eine Summe aufweisen, die Eins übertrifit, so kann die Iteration (7) immer noch zum 
Ziel führen, wenn für die Koeifizienten die Ungleichung 

ix 
besteht, die wir als Schmidtsche Bedingung bezeichnen, weil sie einer von 
E. Schmidt für Integralgleichungen gegebenen Konvergenzbedingung analog ist'). 

In Vektorform gestaltet sich der Beweis folgendermaßen: Unser Gleichungssystem 

laute wie oben: Yr=tr mt (=1l,...n). 


Dann wird die Iteration mit , — — 1: 
oder, wenn wieder die »Fehler« 3 — x") — r eingeführt werden: 


wobei & die Einheitsmatrix und 


') Vergl. dazu Riemann-Weber, Die Diffrential- und Integralgleichungen der Mechanik und 
Physik. 7. Aufl., Bd. 1. Braunschweig 1925, S. 482. 
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Es kommt also sukzessive: 

wobei die Elemente von 8°, 8°,... nach der Multiplikationsregel für Matrizen: 


gebildet werden. Zu zeigen ist, daß K) mit wachsendem » gegen Null geht. 


Auf die Gleichung 


wendet man die Schwarzsche Ungleichung an: 


Und daraus durch nochmalige Summierung über © und x: 


Analog ist: 
0,) 
>> kio = kin == Sk; r Y . 
) 
Und hier ergibt die nochmalige Anwendung derselben Ungleichung: 


Man sieht, daß die Iteration die Größen Kr n also den Vektor des Fehlers gegen Null 
führt, falls die hier eingeführte Größe C kleiner als Eins ist, d.h. falls 


kir? 
Das ergibt für die Koeffizienten a; eines beliebigen linearen Gleichungssystems die 
obige Bedingung (16). — Diese Bedingung überschneidet sich mit der in Satz 3 aus- 
gesprochenen. Es ist z. B. für die Koeffizientenmatrix 
1 
= 1 1 \ 


die Konvergenz der Iteration zufolge der Schmidtschen Bedingung gesichert, während 


Satz 3 nicht anwendbar ist. Für die Koeffizientenmatrix gilt hingegen das 
gekehrte. Der jetzt gewonnene Satz lautet: re 


Satz 4. Die Iteration in Gesamtschritten mit = - 1l/a, nach Gl. (7) 
(bzw. mit «= — 1 im »durchdividierten« System) konvergiert auch, wenn 
für die Koeffizienten a;,. des gegebenen Gleichungssystems (1) die Bedingung 


2 
(A; 7. 
erfüllt ist, wobei die Summe nur über die Kombinationen i=*%k zu er- 
strecken ist. 


Erwähnt sei schließlich der theoretisch interessante Fall, daß alle Beiwerte c, von 
Anfang an einander gleich angenommen, also der Ansatz 


)+..... En) — ern 
gemacht wird; in Vektorform, wenn wieder die »Fehler« 3) eingeführt werden, 
Die Transformation, die aus dem Vektor t'” den neuen Vektor r” +!) — aus dem Fehler 
3") den neuen Fehler 3”+1) — ableitet, wird dann und nur dann den Fehler-Vektor in 
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den Nullpunkt führen, wenn die Eigenwerte der Matrix I=&+rNX, das sind die 
Wurzeln A’ der Gleichung: 


sämtlich Beträge kleiner als Eins haben. Schreibt man, was wegen = 0 immer mög- 
lich ist, 


c 


so sieht man, daß < ı dasselbe bedeutet wie ÄAc+1 <1 oder 


Das heißt aber: die Eigenwerte A der ursprünglichen Matrix 2, also die Wurzeln der 
Gleichung 
Aın 


A„ı 


müssen mit dem Beiwert c in der durch (31) gegebenen Beziehung stehen. Liegen alle 
Wurzeln von (32) auf der linken oder alle auf der rechten Seite der imaginären Achse 
und wählt man c dem Zeichen nach positiv in jenem, negativ in diesem Falle und 1/c 

gleich dem Radius eines Kreises, der alle Eigenwerte in 
N seinem Innern enthält und die imaginäre Achse im Null- 
punkt berührt, so ist (31) stets erfüllt (vergl. Abb. 3; diese 
ist für den Fall gezeichnet, daß alle A negativen Realteil 
haben und c daher positiv gewählt ist). Da I1/c mit e 
wachsen muß, so sieht man, daß die Konvergenz des 
Verfahrens langsamer wird, je größer jener kleinste Kreis 
SI. ist. Wir haben den: 


Satz Das lIterationsverfahren (29) mit 
untereinander gleichen Beiwerten c konvergiert 
& immer, falls alle Eigenwerte der Matrix des 
Systems auf ein- und derselben Seite der imagi- 
nären Achse liegen, sofern man c so wählt, daß 
Abb. 3. — 1/e die (reelle) Mittelpunktsabszisse eines 
Kreises ist, der die imaginäre Achse im Null- 

punkt berührt und alle Eigenwerte einschließt. 


Ist z. B. die Matrix der a;x positiv — oder negativ —— definit, so ist die genannte 
Bedingung immer erfüllt, d.h. ein passendes c ist auffindbar. Ob es freilich praktisch 
möglich ist, dies ce auch numerisch festzustellen, ist eine Frage, die sich nicht allgemein 
bejahen läßt. Ia der Regel wird es sich in den Fällen, in denen weder Satz 2 noch 
Satz 4 anwendbar ist, empfehlen, die im folgenden Abschnitt zur Besprechung. kommen- 
den Verfahren zu benutzen. | 


3. Iteration in Einzelschritten. In einer wichtigen Klasse von Fällen läßt sich 
ein etwas anderes Iterationsverfahren durchführen, das wir im Gegensatz zu der bisher 
betrachteten Iteration in »Gesamtschritten« als »Iteration in Einzelschritten« bezeichnen 
wollen. Zu einer einheitlichen Auflassung beider Arten von Iterationen gelangen wir, 
indem wir das Verfahren (2) von 2 zunächst noch verallgemeinern. Wir wollen an- 
nehmen, daß die Iterationskoeffizienten c, (wie dies in 1 für den Fall Einer Veränderlichen 
auch vorgesehen war) auch von dem Index » des Schrittes abhängen: 


Setzt man hier MM... cd”, so hat man das frühere Verfahren der 


lteration in »Gesamtschritten«. Wir machen nun einen anderen speziellen Ansatz: Beim 
ersten Schritt » — 1 sollen alle e‘’ mit Ausnahme von c,() gleich Nul! sein, so daß nur 
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x‘) geändert wird, beim zweiten Schritt seien alle a =£ 2) gleich Null, beim dritten 
alle 9 #3) usf. Beim (n-+1)-ten Schritt werde dann wieder für c,(”+!) der Wert 


von c, genommen, und alle ce“ *l @=F 1) gleich Null usw. Es wird also der Wert von 


x; nur beim “ten, (n+:)-ten, (2r-+i)-ten.... Schritt verbessert. Zur Vereinfachung der 
Bezeichnung setzen wir: 


, 
(n) (2) (In 


und schreiben kurz a” für die n mal auftretende Größe, die nach der ursprünglichen 


Bezeichnung die oberen Indices I)n-+i, v—1)n +ti+1, 
tragen müßte. Die Iteration wird dann vollständig durch das folgende Formelsystem 
beschrieben, das ohne Bezugnahme auf (1) für sich verständlich ist: 


\ 4 
(1) (1) 
+ Cn (9, 9, . . . ) 
In gleicher Weise werden aus den Er neue a”) abgeleitet, indem man die «9 rechts 


einsetzt, usf. Der Unterschied gegen die im vorigen Abschnitt angewendete Iteration 
ist der, daß bei Berechnung der (» + 1)-ten Näherungen 20 + @=1,...n) jetzt nicht 


in allen n Gleichungen rechts die Werte a” verwendet werden, sondern in der x-ten Glei- 


chung rechts schon die unmittelbar vorher durch die vorangehenden (<— 1)-Gleichungen 


f 
bestimmten »neuesten«e Werte, also +D), +D, zur Berechnung von + 


dienen. 
Wir wollen zeigen, daß in einer praktisch sehr wichtigen Klasse von Fällen dieses 
Iterationsverfahren konvergiert, wenn man für die „= — 5 setzt, wobei a,x, wie immer, 
die Gleichungskoeffizienten sind'!). Bei dieser Festsetzung lautet der Iterationsansatz, da 
das erste rechts in (2) stehende Glied sich gegen ein späteres aufhebt: 


| 
1 
(v +1) dl» (v 1) +-4; %; (v, x d3, \ 
Ann 


Die Berechnung der Näherungswerte muß in der hier angegebenen Reihenfolge geschehen, 
d.h. die (»-+ 1)-te Näherung der x-ten Unbekannten kann erst bestimmt werden, wenn 
die (v + 1)-te Näherung für die 1., 2,...(2— 1)-te Unbekannte schon berechnet wurde. 


Diesen Ansatz kann man dahin deuten, daß die ö-te Gleichung des gegebenen 
Systems nach der i-ten Unbekannten x, aufgelöst wird, wobei man beim »-ten Schritt 


rechts für die ersten (@— 1) Unbekannten die (v» + I)-ten Werte +D), 


und für die weiteren die »-ten Werte Er rn a WERE x” setzt. Die so erklärte Itera- 


tion konvergiert, wie wir zeigen wollen, immer dann, wenn die Gleichungskoeffizienten 

ax symmetrisch sind, a. und wenn die quadratische Form 2Q= nur 

positiver Werte fähig ist, falls die Variablen beliebige, von Null verschiedene Werte, 

annehmen. Eine solche Form nennt man eine positiv definite. Das Koeffizienten- 

schema einer solchen Form hat, wie bekannt, eine positive Determinante (womit also die 


I) Dieses Verfahren der »Iteration in Einzelschritten: hat Ph. L. Seidel Münch. Ak. Abb. 1874. 
3. Abh. S, 81 bis 108 angegeben. 
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eindeutige Lösbarkeit von (1) sichergestellt ist). Ferner sind sicher die in den Diagonalen 
stehenden Koeffizienten positiv. (Denn wäre etwa < 0, so würde das Glied aı ı zı?, 
das bei genügender Vergrößerung von x, alle anderen überwiegt, den Wert von @ 
negativ machen; bei = 0 würde aber Q=/( =%=...7„—=0 und beliebigen 
Wert von &,.) Es soll der folgende Satz bewiesen werden: 


Satz 6. Sind die Koeifizienten «,. des vorgelegten linearen Glei- 
chungssvstems symmetrisch, und ist die mit ihnen gebildete quadratische 
Form positiv definit, so führt die Iteration in Einzelschritten, bei der 
G=- gesetzt ist, bei der also jeweils nur die i te Gleichung gemäß (3) 

dis 


zur Verbesserung der ?-ten Unbekannten benutzt wird, stets zum Ziel. 


Zum Beweise ') betrachten wir die Funktion zweiten Grades in Xı,...%, 
n n 
i=1 i=1 


Das Entscheidende ist, daß, wie man unmittelbar einsieht, die gegebenen linearen Glei- 
chungen identisch sind mit 

OF OF 

d.h. also, daß für ein System von x-Werten, das unsere Gleichungen befriedigt, F einen 
stationären Wert (Maximum, Minimum oder Sattelwert) annimmt. Es läßt sich weiter 
zeigen, daß dieser Wert ein Minimum sein muß. Denn erteilt man den Beträgen der &, 
(oder auch nur einem von ihnen) hinreichend große Werte, so überwiegt der quadratische 
Bestandteil Q von F’ über den linearen und jener ist, da nach Voraussetzung die quadra- 
tische Form positiv definit ist, für alle von Null verschiedenen %, positiv und mit wach- 
senden %; proportional den Quadraten der x, wachsend. Daher wächst die Funktion F 
außerhalb eines bestimmten Bereiches B mit zunehmenden Beträgen der &; immer mehr 
an; eine Stelle stationären Wertes kann also nur im Innern von B liegen. Als stetige, 
in B beschränkte Funktion muß F' einen Kleinstwert besitzen, der gewiß nicht am Rand 
liegt, und da unsere linearen Gleichungen nur ein Lösungssystem haben, so muß die 
l.ösung unseres Systems die Stelle dieses Minimums liefern. 

Es ist somit gezeigt, daß die Funktion F' unter der Voraussetzung, daß ihr qua- 
dratischer Bestandteil @ keine negativen Werte annehmen kann, gewiß ein Minimum, 
und nur eines, besitzt. Wie der Gedankengang des Beweises zeigt, ist die Existenz eines 
Minimums erst recht sichergestellt, wenn 7’ selbst für alle Werte der unabbängigen Ver- 
änderlichen (außer &—= 0) stets positiv ist. Diese Bemerkung wird im folgenden Ab- 
schnitt herangezogen werden. (Im übrigen läßt sich leicht einsehen, daß, falls F die 
genannte Eigenschaft positiv definit zu sein, besitzt, auch @ sie haben muß.) 

Die Lösung der Gleichungen (5) ist jedenfalls gleichbedeutend mit der Aufsuchung 
der Minimumstelle von #. Die Konvergenz unserer Iteration (3) ist insofern eine monotone, 
als sich zeigen läßt, daß jeder gemäß (3) vorgenommene Schritt den Wert von F ver- 
kleinert. 

Es seien für die Unbekannten %,... %-ı die («+ 1)-ten, für &-1, die »-ten 


Näherungen bekannt, und es erfolge jetzt der Schritt, der a durch gr rd ersetzt. Der 


neue Wert, den F annimmt, unterscheidet sich dann von dem alten nur in den Gliedern, 
die ©, enthalten. Der Zuwachs ist zufolge (4): 
AF= Ka (X 2] + ) dix ’— 2], 


% 


l w=i+1 
Nun ist nach (3) für den Ausdruck in der geschweiften Klammer gerade — aa r! zu 
setzen; also wird 


da a,;, wie früher bewiesen wurde, positiv ist. Bei jedem Schritt der Iteration (3) wird 
also der durch (4) gegebene Ausdruck F verkleinert. Da F ein endliches Minimum 


'!) Einen mit dem folgenden übereinstimmenden Beweis hat Hr. E. Trefftz vor einiger Zeit der 
Redaktion eingesandt; seine Veröffentlichung unterblieb nur mit Rücksicht auf den in Vorbereitung be- 
findlichen Bericht, 
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besitz, kann die Verkleinerung nicht unbeschränkt weiter laufen, d.h. es muß JF 
gegen 0 gehen. Nach (6) folgt daraus, daß der Betrag x,U+1) — x, für jedes / gegen 0 
gehen muß, daß also das Verfahren konvergiert. 


Als Beispiel betrachten wir ein Svstem von sechs inhomogenen Gleichungen, 


welche aus einem Minimumproblem — mit dem Näherungsgrade n = 6 — hervorgegangen 
sind!), deren Matrix daher gewiß positiv definiert ist: 
651,80 — 239,2 y+ 94,628 — 188u+ 1450 + 58 431,5), 
— 1196% + 8867 y— 226u— 5i5v-+ 186w= 1885, 
94,6% — 1922 y+ 243902+ +474u— 48200 592 827, 
— 93,9% — 226y+ 2372445100 u— 23700 — 2015 w= 120,0, 
74,22% — 5l5y— 24102 — 2370u+ 786000 — 6420w= 52,5, 


55T + 372 y+ 5922 — 40530 u — 125409 + 158500 33,5. 
Aus diesem System entsteht ein symmetrisches, wenn %/2, 2/2, w/2 an Stelle von #, 2, w 
als Unbekannte betrachtet werden. 

Bei der Auflösung nach unserm Iterationsverfahren setzen wir zunächst für die ersten 
Näherungswerte x), y{), z() der ersten drei Unbekannten Werte, die wir durch Ansetzen 
des gleichen Minimumproblems mit dem Näherungsgrad n = 3 erhalten haben. Diesem 
entspricht ein System von drei Gleichungen mit den Unbekannten %, y, 2, dessen Koeffi- 
zientenmatrix in der linken obern Ecke der sechsreihigen Matrix steht und dessen rechte 
Seiten mit den ersten drei Zahlen der obigen rechten Seite des sechsgliedrigen Systems 
übereinstimmen. Für dieses dreigliedrige System ergibt sich zunächst die folgende Tabelle: 


x Y z 
431,5 | 188,5 82,7 
651,8 8867 2439 U 
2 0,6693 0,0307 0,0036 
3 0,6717 0,0307 0,0038 
4 0.6728 0,0307 0,0033 


Die letztgefundenen Werte setzt man als erste Näherungen der ersten drei Unbe- 
kannten in das sechsgliedrige System und erhält in Verfolgung der Iteration: 


2 u v 
1 0,6728 0,0307 0,0033 0,0025 0,0007 0,0000 
2 0,6734 0,0308 0,0033 0,0040 0,0005 0,0000 
3 0.6739 0,0308 0,0032 0,0040 0,0005 0,0000 
4 0.6739 0,0308 0.0032 0.0040 0,0005 0,0000 


Die geometrische Bedeutung des angegebenen Verfahrens ist folgende: Im (n+1)- 
dimensionalen Raum, in dem F' als Funktion von %, bis X, ein »Paraboloid« bildet, geht 
man beim ersten Schritt, der &, vermöge der ersten Gleichung veıbessert, auf dem Para- 
boloid, innerhalb der zweidimensionalen Hyperebene, die durch die (n— 1) Gleichurgen 
% =konst.,... %, = konst. bestimmt wird, bis zu dem am tiefsten gelegenen Punkt. 
Dern die erste Gleichung besagt ja, daß F bei Festhaltung von %, bis %. zu einem 
Minimum gemacht wird. Das X, des gefundenen Punktes gibt den verbesserten Wert der 
ersten Unbekannten. Sodann geht man, indem man nur %, verändert, in einer zwei- 
dimensionalen Ebene, die den eben gefundenen Punkt enthält, in gleicher Weise weiter, us!. 

Es liegt nahe, gelegentlich auch so vorzugehen, daß man statt zweidimensionaler 
mehrdimensionale Hyperebenen wählt, die durch Konstantsetzen von weniger als (n— 1) 
Koordinaten festgelegt werden. Dabei wird man jedenfalls auch immer zu tiefer liegenden 
Punkten des Paraboloids gelangen, wenn man die freien Koordinaten so wählt, daß sie 
den ihnen zugeordneten Gleichungen genügen. Das Verfahren gestaltet sich dann 
folgendermaßen: Man wählt z. B. für die dritte bis nt® Unbekannte Werte &,W. x,W,... 
x, und bestimmt, indem man die erste und zweite Gleichung simultan nach der ersten 


') Der Ansatz ist einer Arbeit von W. Ritz, Crelles Journal 135 (1909), S. 1 bis 61 entnommen. 
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und zweiten Koordinate auflöst, die Werte %,(2), dann nimmt man z.B. zu 
die früheren Werte der sechsten bis „t*" Unbekannten %,),,..x%,() hinzu und bestimmt, 
indem man diese (n— 3) Größen in die 3, 4. und 5. Gleichung einträgt, aus diesen drei 
Gleichungen Werte 2,9, x,2, &;@) der dritten bis fünften Variabler, usf. Dieses Ver- 
fahren, das sich schon einigermaßen von dem ursprünglichen Gedanken der Iteration 
entfernt, nennen wir »Iteration in Gruppen« und formulieren: 


Satz 7. Ein lineares Gleichungssystem mit positiv definitem Koeffi- 
zientenschema kann durch »Iteration in Gruppen« gelöst werden, indem man 
zur Verbesserung der Unbekannten &a, %, %... die Gleichungen mit den 
Nummern « P, y,.... als simultanes Gleichungssystem verwendet und mit 
« ß, y... in zyklischer Folge sämtliche Gleichungsnummern durchläuft. 


Dieses Verfahren wird praktisch nur dann anzuwenden sein, wenn irgendwelche 
Gruppen von zwei, drei, vier Gleichungen durch die arithmetische Konstitution des 
Systems oder durch sachliche Zusammengehörigkeit als besonders geeignet für simultane 
l,ösung erscheinen. 

Die Bedeutung der Sätze 6 und 7 liegt darin, daß ein großer Teil der praktisch vor- 
kommenden Gleichungssysteme, namentlich die der Statik, die bier vorausgesetzte Eigen- 
schaft besitzt. Es Jäßt sich aber außerdem noch zeigen, daß man jedes überhaupt 
lösbare lineare Gleichungssystem so umformen kann, daß seine Koeffizienten den Be- 
dingungen der Sätze genügen‘). Man erhält nämlich ein dem gegebenen System äqui- 
valentes, indem man eine aus der Ausgleiebsrechnung bekannte einfache Umformung 
durchführt, die sich aber ohne jedes fremde Element durch folgende Vorschrift erklären 
läßt: Man multipliziere die erste der gegebenen n Gleichungen mit a, ı, die zweite mit 
Agı,... die letzte mit a„ı und addiere die so multiplizierten r Gleichungen. Das Resultat 
ist eine erste nene — natürlich von den gegebenen Gleichungen abhängige — Gleichung. 
Eine zweite neue Gleichung erhält man, indem man die <-te der ursprünglichen 
Gleichungen mit &:, &=1,...n) multipliziert, und dann diese n Gleichungen addiert, 
usf. So erhält man n neue Gleichungen, die voneinander linear unabhängig sind, 
wenn die ursprünglichen Gleichungen dies waren. Als Koeffizienten dieser neuen 
Gleichungen treten dabei die von (Gauß in seiner Abhandlung über die Methode der 
kleinsten Quadrate eingeführten Summen auf, die auch als Gaußsche Klammerausdrücke 
bezeichnet werden: 


n 
—1 
allgemein: 


Mit Hilfe der Rechenmaschine lassen sich die Ausdrücke, die nur aus Summen von 


Produkten bestehen, unschwer bilden. Allerdings sind ad +n= us solcher 
Klammern zu rechnen. Die neuen, den gegebenen äquivalenten Gleichungen lauten: 
+... +[2n]e.=[2; r] | (8) 
+... 


Aus (7) sieht man, daß die Koeffizienten von (8) symmetrisch sind. Daß sie 
auch positiv definit sind, erkennt man durch folgende Ueberlegung: Die quadratische 
Funktion, die als Summe von @Quadraten nie negativ werden kann, 


n | n 2 7 2 
= Ayy + dy + ... + x.) . . (9) 


ist nichts anderes als die zu (8) gehörige quadratische Form. Denn es ist z. B. der Koeffizient 
von 2%? in (9) gleich mı?+a31?+...:.+@ı° — je ein Glied kommt aus je einer der 
n Klammern in (9) —, und das ist [11]; der Koeffizient von %,%; wird ebenso gleich 2 [12] 
usf. Somit gilt der allgemeine Satz: 


') Auch dieser Gedanke findet sich bereits in der zitierten Abhandlung von Ph. L. Seidel. 
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Satz 8. Sobald für ein Gleichungssystem die Bedingungen der Sätze 6 
und 7 nicht erfüllt sind, kann man es stets durch ein äquivalentes System er- 
setzen, für das diese Bedingungen zutreffen, indem man aus den Koeffi- 
zienten des ursprünglichen Systems die Gaußschen Klammerausdrücke (7) 
bildet, und mit ihnen das System (8) ansetzt. 


4. Anwendung in der Statik. Ein besonders geeignetes Anwendungsgebiet für 
das Verfahren der Iteration in Einzelschritten bildet die Berechnung statisch unbe- 
stimmter Systeme‘). Man kann die bei der Berechnung eines Systems mit n statisch 
Ueberzähligen auftretenden n linearen Gleichungen stets durch Iteration in Einzel- 
schritten lösen, und zwar ohne besondere Transformation des Gleichungsansatzes; es 
lassen sich unmittelbar die sog. Maxwellschen Gleichungen verwenden. Darüber hinaus 
leistet unser Verfahren bei geeigneter Wahl der n Ueber- 
zähligen noch folgendes: Es läßt sich die ganze Lösung auf 
die sukzessive Berechnung von Aufgaben mit nur je einer 
statisch Unbestimmten zurückführen, wobei man jedesmal eine 
beliebige Gleichung, die zur Berechnung der jeweils ein- 
zigen Ueberzähligen dient, benutzen darf. 

Wir erklären — unter kurzer Wiederholung von dem 
Statiker geläufigen Ueberlegungen — den Gedankengang zu- 
nächst an einem statisch unbestimmten eberen Fachwerk von 
gewöhnlicher Lagerung (Abb. 4). Das Fachwerk habe 
k Kroten und s=?k—3-+n Stäbe. Die drei Auflager-Un- 
bekannten denken wir uns in üblicher Weise durch drei 
Stäbe ersetzt und fassen sodann in bekannter Art passend 
gewählte Sıäbe (einschließlich der Auflagerstäbe) zu einem 
statisch bestimmten Hauptsystem zusammen. Die übrigen Stäbe bezeichnet man als 
»Ueberzählige«. Für das statisch bestimmte System löst man das Spannungsproblem 
unter Annahme folgender Belastungen: 


l. Wir belasten das Hauptsystem bloß mit den gegebenen Kräften ®Bı,... Bx: 
diese erzeugen in den beibehaltenen Stäben die Spännungen: Sy. 

2. Wir belasten das Hauptsystem zunächst durch zwei Kräite von der Größe I 
(Abb. 4), angreifend in den Enden des ersten überzähligen Stabes, wirkend von dem einen 
Knoten auf den anderen zu. Nennen wir diese beiden Enden «@ und 3 und ist eag der 
Einheitsvektor, der von «nach 3 weist, so wirken auf das Hauptsystem ausschließlich die 
beiden Kräfte = Sodann, ganz analog, belasten wir das Hauptsystem 
durch zwei Kräfte von der Größe Eins in den Enden des zweiten, dritten, ..... nt iüber- 
zähligen Stabes. Die bei diesen n Belastungen sich ergebenden Spannungen in den 
Stäben des Hauptsystems mögen SV, ... @=1L...n) heißen. 

Besitzt bei der richtigen Auflösung des vollständigen n-fach unbestimmten Systems 
der ;t® überzählige Stab die Zugspannung Xi —=1,...n), so gilt zufolge des Super- 
positionsgesetzes für die richtigen Spannungen S, in den 2% Stäben des Hauptsystems: 


= + +... (x =1,2,..:2% 


und in den n überzähligen Stäben, denen wir die Nummern 2k+1,2k-+-2,...2k+n 
geben wollen, 


Wir wollen diese 2% + n Gleichungen zusammenfassen, indem wir iormal Spannungs- 
größen (j=1...n) auch für die überzähligen Stäbe ein- 
führen, und zwar durch die Festsetzung 


') Es wurde gelegentlich versucht, «ie Gleichungssysteme der Statik durch Iteration zu lösen. 
So von A. Hertwig »Die Lösung linearer Gleichungen durch unendliche Reihen und ihre Anwendung 
auf die Berechnung hochgradig statisch unbestimmter Systeme«. Festschrift für H. Müller-Breslau, 
Leipzig 1912, S. 37-61. Das hier angegebene Verfahren ist eine Iteration in Gesamtschritten, wie sie 
in Abschnitt 2 behandelt wurde, und konvergiert für die Gleichungen der Statik im allgemeinen nieht. 
Auch das von OÖ. Biezeno (vergl, S. 76) angewendete Iterationsverfahren ist eine spezielle Iteration 
In Gesamtschritten und konvergiert nur unter besonderen Voraussetzungen. 
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Dann gilt für die richtigen Spannungen in sämtlichen 2%k—+ n Stäben: 
— + Aı + (x zu 1, k+ n) (2). 

In diesen 2%&k-+ n Gleichungen sind die n Größen X, natürlich unbekannt. Zu 
ihrer Bestimmung dienen die Max wellschen Gleichungen, die man aus dem Prinzip der 
virtuellen Verrückungen gewinnt: 

Wir denken den Knoten 1 bis % irgendwelche virtuelle, d.h. mit den Auflager- 
bedingungen verträgliche Verrückungen dı,.... d erteilt. Dabei erfahren die Stäbe des 
vollständigen Systems die Längenänderungen Il, Al,... Slx+„. Für irgend ein 
Gleichgewichtssystem von Kräften Pı,... und zugehörigen Spannungen $ı,... 
gilt dann: 


h 
. . . . . . . . . (3). 
1 | 


Um daraus die Maxwellschen Gleichungen zu erhalten, betrachtet man zunächst im 
vollständigen Fachwerk als Gleichgewichtssystem von Spannungen ein Selbstspannungs- 


system, bestehend aus den oben eingeführten, für alle x=1,...2k-+n erklärten 
(1) 


SD, also Sı®,... in den Stäben des Hauptsystems, S,,;,— 1 im ersten über- 
zähligen Stab und 

Daß diese Spannungen für das vollständige Fachwerk ein Gleichgewichtssystem 
bilden, ergibt sich daraus, daß die Gleichungen, die für das statisch unbestimmte Haupt- 
system die SU) für «= 1,?,...2%k geliefert haben, auch gelesen werden können als 
die Gleichgewichtsbedingungen sämtlicher Sl im vollständigen Fachwerk bei Abwesenheit 
äußerer Kräfte. Es sind also rechts in (3) die $, — und analog auch $,2 ,... sm — 
für die S,, links für die P, jedesmal Null einzusetzen, so daß 


2k rn | 
kam] 1 


Für die virtuellen Verrückungen wählen wir in jedem dieser n Fälis die wirk- 
lichen Verrückungen, die das vollständige Fachwerk unter dem Einfluß d ” gegebenen 
Belastung erfährt. Die zugehörigen wirklichen Längenänderungen J/, sind gemäß dem 
elastizitätstheoretischen Ansatz gleich: 

l 


wobei # den Elastizitätsmodul, ! die Länge, F den Querschnitt bezeichnet und der Index x 
sich auf alle drei Größen bezieht. Setzt man S, aus (1) ein, so liefert (3’) 
Iktn 


(5). 

E F’/y 


Das sind n Gleichungen mit den Unbekannten X,...X,, die man die Maxwellschen 
Gleichungen des Fachwerks nennt und von denen wir jetzt zeigen wollen, daß sie die 
Bedingungen von Satz 6 erfüllen. Bildet man nämlich unter Berücksichtigung von (4) 
die Formänderungsarbeit des Fachwerkes: 

2ktn 

= — ( . . . . . . . 

so zeigt der letzte Ausdruck, daß A eine Summe positiver Zahlen ist, also nie negativ 
sein kann. Denkt man sich in (6) die X; aus (2) eingesetzt, so wird A eine quadratische 
Funktion der X, (welche genau der in 3 Gl. (4) eingeführten entspricht) und die 


Ableitungen ne geben gerade die linken Seiten von (5), denn es ist nach (2) 


| l ( l )s 
7 


OA 


1 
(1) (V) (l (7 \ l 
1 % 


| 


Februar 1929 v.Mises/Pollaczek-Geiringer, Gleichungsauflösungs - Verfahren . 


usf. Da sogar die quadratische Funktion A für beliebige Werte, der Veränderlichen X; 
nur positiver Werte fähig ist, so ist nach der Bemerkung S. 70 die Existenz eines und 
nur eines Minimums von A, auf die es bei Anwendung unseres Iterationsverfahrens an- 
kommt, gewiß sichergestellt und die Iteration in Einzelschritten somit statthaift. 

Was hier von ebenen Fachwerken gezeigt wurde, gilt gleicherweise für jedes 
statisch unbestimmte System. Immer läßt sich die Formänderungsarbeit als Funktion 
zweiten Grades in n »Ueberzähligen« ausdrücken und die Ableitungen dieser Funktion 4, 
die als elastische Arbeit nur positive Werte annehmen kann, geben, gleich Null gesetzt, 
die Maxwellschen Gleichungen des Systems. Das Ergebnis der Untersuchung fassen 
wir in folgendem Satze zusammen: 


Satz 9. Bildet man für ein beliebiges statisch unbestimmtes System 
nach Wahl von n überzähligen statischen Größen X,...X,„ die Maxwellschen 
Gleichungen, die durch Differentiation der als Funktion der X; aufgefaßten 
Formänderungsarbeit nach den X; entstehen, so konvergiert die Iteration in 
Einzelschritten, bei der man jedesmal die i'® Gleichung zur Verbesserung 
der it®® Unbekannten benutzt. 


Man kann einen, in bestimmter Richtung noch weitergehenden, besonders anschau- 
lichen Satz gewinnen, wenn man den Begriff der »Ueberzähligen« etwas einschränkt. Man 
wähle als die n Ueberzähligen n »überzählige Verbindungen«, nämlich Stäbe, die 
zwei Punkte des (Gebildes miteinander verbinden (eine Entfernung festlegen), Auflagerstäbe, 
die eine Verbindung zwischen einem Pankte des Systems und dem festen Boden herstellen, 
oder schließlich Eckverbindungen, die eine Ecke versteifen (einen Winkel fixieren). Er- 
setzt man die zweite bis nt® dieser überzähligen Verbindungen, jede einzeln durch ent- 
sprechende Kraftgrößen (nämlich einen Stab durch zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte, 
eine Eckversteifung durch zwei entgegengesetzt gleiche Momente, usf.), und fügt diese 
Kraftgrößen X3', X3...X,' als eingeprägte Kräfte zu den gegebenen Kräften ®, hinzu, 
so hat man ein einfach statisch unbestimmtes System. Man berechnet für die 
Spannung in dem einen überzähligen Gliede einen Wert X,”. Nun bildet man wieder ein 
einfach statisch unbestimmtes System, indem man die erste, dritte, vierte bis n!® der 
überzähligen Verbindungen fortläßt und durch die ‚Kraftgrößen X’, X3',...X,„ in der 
oben erklärten Weise ersetzt, und bestimmt für die einzige noch übrig gebliebene statische 
Unbestimmte den Wert Mit Aa”, X5',... X, als gegebenen Kräften löst man 
wiederum ein einfach unbestimmtes System, erhält für die einzige Ueberzählige den.Wert 
X3' und fährt in dieser Weise fort, bis man die letzte der überzähligen Verbindungen als 
einzige beibehalten und hierfür die Spannungsgröße X." ermittelt hat. Die Serie X,",X3”,.. A, 
läßt man nun an Stelle der zu Anfang willkürlich angenommenen X}, Ay... A, treten 
und rechnet in dieser Weise in infinitum fort. Dabei ergeben sich, wie wir sogleich 
werden, im limes die richtigen Werte sämtlicher Spannungen. 

Wenn wir, um die Gedanken zu fixieren, uns wieder ein ebenes Fachwerk vor- 
stellen, so lautet die (jetzt einzige) Maxwellsche Gleichung für das System mit einer 
Unbestimmten X," 


2k+1 l 
Dabei bezeichnen 7,")(x=1,2,...2%k) die Spannungen in den Stäben des Hauptsystems 
unter dem Einfluß aller jetzt wirkenden eingeprägten Kräfte und / =. Die 7,0) 


sind die oben ausführlich erklärten Selbstspannungen in den (2% + 1) Sıäben. Vergleichen 
wir mit den Größen, die in der ersten Maxwellschen Gleichung des Systems (5) auf- 
treten, so sehen wir, daß 

T,® 2,...2k+1). 


Silt. Denn die S,') sind für die genannten Indizes genau wie die 7, definiert: Für 


verschwinden sowohl wie 7,(V; hingegen ist 7,” das 
Spannungsergebnis in den 2% Stäben des Hauptsystems zufolge der äußeren Kräfte 
X,...X,, also nach dem Superpositionsgesetz: 


Auf der linken Seite von (7) steht somit: 
IK +1 


| | | | | 
| | | 
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und das ist die linke Seite der ersten der Gleichungen (5), in der Gestalt, die sie erhält, 
wenn sie gemäß unserem in Satz 6 erklärten Iterationsverfabhren zur Verbesserung der 
ersten Unbekannten X, benutzt wird. Ganz Analoges gilt für die zweite Maxwellsche 
Gleichung und den zweiten Schritt des Verfahrens usf. 


Das Gesagte kann in folgenden Satz zusammengefaßt werden: 


Satz 10. Die Berechnung eines statisch unbestimmten Systems mit 
n überzähligen Verbindungen (Stäben, Eckversteifungen, Unterstützungen), 
läßt sich wie folgt auf die wiederholte Berechnung von einfach unbestimmten 
Systemen zurückführen: Man ersetze zunächst die zweite bis n!" der 
überzähligen Verbindungen durch entsprechende willkürlich gewählte 
Kraftgrößen (Kräfte, Momente, Auflager) Xy',... X, und berechne die statisch 
unbestimmte Größe .\ı\’, die der einzigen beibehaltenen überzähligen Ver- 
bindung entspricht. Hierauf ersetze man die erste Verbindung durch die 
Kraftgröße X,', die dritte bis nt® durch X3',... X, und rechne die zweite jetzt 
allein beibehaltene Ueberzählige X3". In dieser Weise fährt man fort, bis man 


zur Bereehnung eines X,' aus bereits vorher berechneten X;”,... X ‚kommt, 


und beginnt sodann von Neuem, indem man X,",...X„' an Stelle der früher 


gewählten X,,...X, annimmt, daraus X,” bestimmt usf. Dieses Verfahren 
konvergiert immer. 


Für die praktische Durchführung des Verfahrens ist von besonderer Wichtigkeit, 
daß man zur lösung der sukzessive auftretenden einfach statisch unbestimmten Systeme 
nicht gerade die Maxwellsche Gleichung des betreffenden Systems heranziehen muß, 
sondern auch jede andere — unter Umständen einfachere -- benutzen kann, da ja im Falle 
einer Unbestimmten jede derartige Gleichung der Maxwellschen gleichwertig sein muß. 


Als Beispiel zu unserem Verfahren, bei dem auch diese letzte Bemerkung zur An- 
wendung gelangt, erwähnen wir kurz die von Herrn (. Biezeno!) behandelte Aufgabe, 
einen elastisch gestützten, statisch unbestimmten Balken zu berechnen. Hr. Biezeno 
gibt zur Lösung dieser Aufgabe ein Iterationsverfahren an, das nur unter ganz bestimmten, 
praktisch kaum nachprüfbaren Bedingungen konvergiert, nämlich dann, wenn die Wurzeln 
einer charakteristischen Gleichung alle dem Betrage nach entweder kleiner oder größer 
als Eins sind; eine Bedingung der Art, wie wir sie bei Besprechung der »Iteration in 
Gesamtschritten« in Abschnitt 2, Satz 5 kennengelernt haben. 


Dieses Problem läßt sich aber nach unserem Satz 9 ganz 
p p P, . . 
17 ER 10 | c allgemein erledigen, indem man nacheinander einfach unbe- 
| N ' h stimmte Systeme löst, und zwar ohne jedesmal die Maxwell- 
f sche Gleichung des Systems aufstellen zu müssen. Ist 
= 
4 


a, a, (Abb. 5) ein gerader Balken auf n-+ 2 nachgiebigen Stützen 
I 097 gelagert, so wollen wir n Auflagerkräfte Y, an den Abs- 
zisen @=a,(r=1,...n) — beispielsweise die inneren — 
Rags7?: als Ueberzählige betrachten. Die Größe der Senkung (positiv 
Abb. 5. nach unten gerichtet), die zufolge der Nachgiebigkeit der „ten 
Stütze durch eine in dieser Stütze aufwärts wirkende Auf- 
lagerkraft von der Größe }, hervorgebracht wird, sei c, Y,, wobei c, als die Elastizitäts- 
konstante (Nachgiebigkeit) der Unterstützung gegeben sein muß. Faßt man den Balken als 
einen statisch bestimmten, mit den Auflagern bei «—=0 und a,+ı =! auf, indem man zu den 
gegebenen Kräften P, noch die aufwärts wirkenden Yı, Y»,... Y,. als Belastungen hinzu- 
nimmt, so läßt sich die Durchbiegung an der Stelle x = a, als lineare homogene Funktion 
der k Lasten ®x und der n Auflagerkräfte Y, darstellen. Sondern wir hierbei den Be- 
standteil, der von Y, selbst herrührt, ab, so hat dieser den Wert — %k,Y,, wenn k, die 
Größe der Durchbiegung bezeichnet, die der an beiden Enden gestützte Balken unter 
dem Einfluß der an der Stelle = a, wirkenden Last von der Größe Eins an dieser Stelle 
erhält. Dieses %, ist eine gegebene Funktion von a,, beispielsweise, wenn die äußeren 
Auflager bei —0 und ? =! fest sind’): 
1 2 a? (l-av? 
, ©. Biezeno, Diese Zeitschr, Bd. 4, 1924, S. 98-102. 
»Hütte«, Bd. I, 25. Aufl., S. 609. 
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Es gilt also, wenn der restliche Teil der Durchbiegung mit y, bezeichnet wird: 
aY,=-kY-+y 


1 
oder, wenn man 0, setzt: 


cy+ ky 


Dabei ist y, die an der Stelle x = a, auftretende Ordinate des Biegungspolygons, das für 
den statisch bestimmten Balken mit den sämtlichen ®,, sowie Yı, Ya,:::Y, -, Yı + 1,..:Y, 
als Belastungen konstruiert wurde. Wäre Y, die einzige statisch Ueberzählige, so wäre 
mit (8) das Problem gelöst. Man kann nun im Sinne von Satz 10 wie folgt vorgehen. 


Wir wählen zunächst für die zweite bis n-te der überzäbligen Auflagerkräfte will- 
kürliche Größen Y3', Y3',... Y.' und entwerfen mit diesen Kräften und den ®, für den 
statisch bestimmten Balken mit den Auflagern in <—=0 und =! das Biegungspolygon. 
Seine Ordinate bei @=aı sei yı'. Daraus rechnen wir nach (S) Yı"”=gı yı' und kon- 
struieren eine neue Biegungslinie des statisch bestimmten Balkens für die Kräfıe Pı,... ®», 
Yı", Y3',...Y,. Aus der Ordinate dieser Biegungslinie an der Stelle «a be- 
stimmen wir Yy’—g;y», konstruieren dann die Durchbiegung für das Kräftesystem ®,, 
Pr, Yu’, Yo,... Y. und fahren so fort. Nach Durchlaufung der n Stützen 
muß man natürlich von vorne anfangen und solange weitergehen, bis die Werte der Y, 
sich nicht mehr merklich ändern. Bei größerem „ wird man das wiederholte Aufzeichnen 
der Biegungspolygone durch einmalige Konstruktion der » Einflußlinien ersetzen. Jeden- 
falls erhalten wir auf diesem Wege sicher eine Lösung, die vielleicht gelegentlich in der 
Ausführung etwas umständlich sein mag, die aber einerseits gedanklich sehr einfach, an- 
dererseits an keinerlei einschränkende Konvergenzbedingung gebunden ist. 


Schließlich bemerken wir, daß man gemäß Satz 7 über die Iteration in Gruppen, 
statt ein n-fach statisch unbestimmtes System auf die wiederholte Lösung von lauter ein- 
fach statisch unbestimmten Systemen zurückzuführen, auch die wiederholte Berechnung 
von zwei- oder dreifach ... . unbestimmten Systemen als Teilschritt verwenden kann. 
Auch in diesem Falle darf man beliebige Elastizitätsgleichungen verwenden und muß 
nicht gerade die Max wellschen Gleichungen aufstellen, da es sich nur darum handelt, 
jeweils ein zweifach, dreifach, ... . . unbestimmtes System richtig zu lösen und alle 
Gleichungssysteme, welche das leisten, untereinander äquivalent sind. | 

Fortsetzung folgt.) 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Ueber die allgemeine Form des Korre- 
lationsmaßes. Bei der Ausdehnung des 


letztere, welche darüber entscheidet, mil wel- 
cher Berechtigung man von einer lineaern Re- 


Korrelationsbegriffes auf ein System von melır 
als zwei Variablen oder bei Zugrundelegung 
einer nicht linearen Funktionalbeziehung erhebt 
sich die Frage, wie man zu einer zweckmäßi- 
ven Verallgemeinerung des linearen Korrelu- 
tıonsmaßes zwischen zwei Variablen gelangen 
kann. Da sich der Fall nicht linearer auf den 
einer linearen Korrelation zwischen mehreren 
Variablen zurückführen läßt, wollen wir uns 
zunächst mit dem letzteren befassen. 

Die bisherigen Untersuchungen gingen von 
len Regressionsgleichungen aus und gelangten 
zu einer Korrelation, die Pearson als »par- 
lielle« bezeichnet hat. Ihr Maß ist definiert als 
’rodukt zweier Regressionskoeffizienten und in 
(dieser Hinsicht allerdings eine Verallgemeine- 
rung des für zwei Variable geltenden »totalen«. 
Diese partiellen Korrelationskoeffizienten sind 
gebrochene Funktionen der totalen, sie charak- 
terisieren die Korrelation zwischen zwei Va- 
riablen mit Berücksichtigung der übrigen, geben 
jedoch keinen Aufschluß über die Gesamtkor- 
relation des Systems. Doch ist es gerade die 


lation zwischen den Veränderlichen des Systems 
sprechen kann. Die partiellen Korrelations- 
koeffizienten können also nicht als geeignete 
Verallgemeinerung derjenigen angesehen wer- 
den, welche im speziellen Falle zwier Variabler 
auftreten. Um zu einer solchen Verallgemeine- 
rung zu gelangen, müssen wir daher einen 
anderen Weg einschlagen. 

Gegeben seien für die n Variablen &,.%,..x 
empirische Wertreihen 


n 
(d=1,2...n) 
wobei die zum gleichen oberen Index gehöri- 
gen x-Werle einander zugeordnet sind. Trifft 
man die Bestimmung, daß allgemein 


== () 


ist, so kommt die lineare Abhängigkeit der 
n 

n Größen x, in der Form I 4 nn=0 zum Aus- 

druck und die «, berechnen sich aus einem 

durch die Determinante 
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charakterisierlen Gleichungssystem. Da dieses 
homogen ist, so erhalten wir für die a, nur 
dann ein nicht aus lauter Nullen bestehendes 
l.ösungssystiem, wenn D„=0 wird. In diesen 
Falle also muß das gesuchte Korrelationsmaß 
sein. Für n—=2 gibt das die Bedingun« 
2 

0 oder 1. 
= = 0 
Dieser (Quotient !ist aber gerade das, was als 
Quadrat des linearen Korrelationskoeffizienten 
zwischen den beiden Variablen x, und x, 
bezeichnet wird. Es erscheint hier als Spezial- 
fall und charakterisiert durch das Verschwin- 
einer Determinante. Der Wert von D, 
ist also eine Charakteristik der linearen Korre- 
lation innerhalb des Systems der n Größen »;. 
Soll dieses korrelationslos sein, so müssen 
sämtliche «; verschwinden und wegen Yu; = 0 
auch Y;2; = 0 sein. Dann verschwinden in 
D„ alle Elemente bis aul die der Hauptdiago- 
nale und es wird 209°... Dieses 
Produkt enthält keinen Faktor, der von einer 
etwaigen Beziehung zwischen den Variablen 
abhängig ist. Im Falle n 2 erscheint es als 
Nenner von Tya?. 


29° 214)? 


Zerlegen wir also D,„ in zwei Bestandteile, 
von denen einer von der etwa bestehenden Kor- 
relation unabhängig ist: 

Eh = I 2 Ti” (2 
und bilden den Quotienten 
IT 


so haben wir einen Ausdruck, der sich in den 
beiden Grenzfällen der linearen Abhängigkeit 
und der Korrelationslosigkeit so verhält wie 
(der lineare Korrelationskoeffizient r,? zwischen 
(den beiden Variablen x, 0; und diesen als Spe- 
zialfall in sich schließt. 


/ 


Es handelt sich nun noch darum, zu zeigen, 
daß r„? auch zwischen diesen Grenzen ein Ver- 
halten zeigt, wie es von dem gesuchten Korre- 
lalionsmaß verlangt wird. Zunächst muß r„? 
in bezug auf die r,;symmetrisch sein. Daß diese 
orderung erfüllt ist, geht schon aus der sym- 
metrischen Gestalt von D,„ hervor. Wenn wir 
len Zähler von (2) entwickeln und gliedweise 
durch den Nenner dividieren, erhalten wir: 

— +2 Ir? 

Nun haben wir zu beweisen, daß stets 
wird. Da für n=2 defi- 
die vorstehende Forderung erfüllt, wenn 
— > 0 wird. Soll dieser Ausdruck ein 
Minimum werden, so müssen die n — 1 par- 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


(rn? 


tiellen Ableitungen verschwinden. 


"in 
(Gemäß (3) sind aber die so entstehenden n —1 
Gleichungen in den r;„ linear und homogen, da- 
her ist nua=0 (i=1,2...n—1) ein Lösungs- 
system. Das bedeutet aber, daß die neu hinzu- 
sekommene Variable x„ gegenüber allen andern 
korrelationslos ist. Eine davon verschiedene 
l.ösung ergibt sich nur, wenn die Determinante 
(les Gleichungssystems verschwindet. Nun ist 
aber dem Ausdruck (3) leicht zu entnehmen, 
daß diese Forderung mit D„-ı =0 identisch 
ist, d.h. es muß r7„-,?=1 sein. Daß damit 
aber auch 9,=0 wird, geht daraus hervor, 
daß für D„-ı =0O eine der n—1 Variablen 
sich durch die andern linear ausdrücken läßt. 


2 
Da ferner ist für alle Werte 


von 1, so liegt in beiden Fällen ein Minimun 
vor und zwar 2 — m-1? =0. 


Hiermit ist der Ausdruck (3) als Verallge- 
meinerung des linearen Korrelationsmaßes zwi- 


schen zwei Variablen erwiesen. Fs kommen 
ihm folgende Eigenschaften zu: 
1. 
r„2 == 1 bei linearer Abhängigkeit der 
n Variablen, 
r„-==0 bei Korrelationslosigkeit der n Va- 
riablen, 
8. 
= wenn für einem bestimmien 
Wert von Talle rn; —=0 sind oder wenn 
eine der n Größen r.-ı? =1 wird. In 
beiden Fällen reduziert sich das System 
auf ein (n — 1)-gliedriges. 
3. ist eine ganze symmetrische Tunk- 
tion der 
4. Die Wahl eines Vorzeichens für r„ hat 
nur im Falle n=2 eine Bedeutung. 


Gehen wir nun von einer nicht lineraen Rela- 
lion zwischen den Variablen aus, so spielen die 
Glieder höherer Ordnung die Rolle neuer Ver- 
änderlicher. Da nun die linearen Korrela- 
tionskoeffizienten und damit auch das Maß 
der Gesamtkorrelalion sich nicht ändern, wenn 
man die Variablen linear transformiert, so kann 
man es immer erreichen, das auch für die 
Glieder höherer Ordnung die über alle empi- 
rischen Werte erstreckte Summe verschwindet. 
Damit haben wir diesen Fall vollständig auf 
ddas Schema des linearen zurückgeführt. 


Suchen wir elwa das Maß der quadratischen 
Korrelation zwischen den Variablen &, und x;, 
wo wieder Yr, = X ra —=0 sein soll und z Werte 
der Veränderlichen gegeben sind, so ersetzen 
wir in 


2 
a? durch = rn? — 
rı 
2 
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Dann wird =; =0 und 
und das quadralische Korrelationsmaß zwischen 
zwei Variablen®erscheint in seiner allgemein- 
sten Form gegeben durch das lineare eines 
Systems von fünf Variablen. 


Zum Schluß sei noch bemerkt, daß sich 
mit Hilfe des Gesamtkorrelationsmaßes und der 
Regressionskoelfizienten zwischen je zwei 
Variablen auch die »partiellen« BRegressions- 
koeffizienten berechnen lassen. Denn diese er- 
scheinen als Quotienten je zweier Determi- 
nanten: _Pr-10 

vorgeht, indem man die Zeile und die 
ite Kolonne streicht und D’'„—ıu) aus Dn—1(i) 
vebildet wird, indem man die Kolonne der 
> durch die der Ir; ersetzt. Dividiert 
man Zähler und Nenner durch 


‚wo Da-ıc) aus D,„her- 


IT & 
2 a’ = 


so erhält man 
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+ Rım Rmk — & Rım Rmp 
Rkı Rım Bu; — Rım 

Bei der Summation sind und Testzuhal- 
ten, die übrigen Indizes durchlaufen die Werte 
der verbleibenden n — 2 Elemente. 

Die Zahl der zu berechnenden Produkte ver- 
mindert sich noch vermöge der Relationen 
Re = ri Rım Rır Rmı, 
usw. 

Hierdurch wird auch die Analogie zwischen 
der Struktur der Ausdrücke (3) und (4) offenbar. 

Die direkte Darstellung der 10) aus den A; 
mittels der Größen bedeutel auch eine 
wesentliche Vereinfachung des Yuleschen For 
melapparates. 


Prag. J. Yuhrich. 952 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


RIEMANN-WEBER. Die Differential- 
und Integralgleichungen der Mecha- 
nik und Physik als 7. Auflage von Rie- 
mann-Webers Partiellen  Differentialgler- 
chungen der mathematischen Physik herausge- 
geben von Dr. Philipp Frank, o. Prof. an 
der Deutschen Universität in Prag, und Dr. 
Richard v. Mises, o. Prof. an der Univer- 
sität Berlin. Zweiter (physikalischer) Teil her- 
ausgegeben von Dr. PHILIPP FRANK. Mit 
SSAbb. Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn, 
Akt.-Ges., Braunschweig 1927. XXIII 8638. 
Preis geh. 53M, geb. 58M. 

Das Buch soll die »malhematischex Physik 
entsprechend den Anforderungen der heutigen 
Iheoretischen Physik darstellen. Es soll also 
dieselbe Aufgabe lösen, welche H. Weber vor 
30 Jahren löste, als er die Riemann-Hat- 
tendorfschen Vorlesungen umarbeitete. Wie 
er damals etwas ganz Neues schaffen mußBle, so 
ist auch jetzt ein Werk entstanden, das mil 
(lem seinigen, äußerlich betrachtet, nicht all- 
zuviel gemeinsam hat, trotzdem es im Grunde 
(dieselbe analytische Mechanik, dieselbe Theorie 
der Wärmeleilung, dieselbe Potentialtheorie und 
manches andere gemeinsame behandelt. Denn 
»die Entwicklung des Buches ist nichts anderes 
als ein Bild der Entwicklung der mathematisch- 
physikalischen Wissenschaft«, wie es in Ph. 
Franks glänzend geschriebenem Vorwort 
heißt. 

Um diese Anpassung zu erreichen, mußte Ph. 
"rank z.B. in die Mechanik die Transforma- 
lionstheorie der kanonischen Differentialglei- 
chungen, die Hamilton-Jacobische Diffe- 
venlialgleichung und die anschließenden Ent- 
wicklungen von Staeckel, ferner die Winkel- 


und Wirkungsvariablen aufnehmen. Alles dies 
spielt nämlich in der Quantentheorie naclı 
Bohr und Sommerfeld eine grundlegende 
Rolle. Aus demselben Grunde mußte er auf 
Himmelsmechanik und Störungstheorie eingehen. 
R. Fürth hat — um weitere Beispiele für die 
Anpassung zu erwähnen die Brücke von der 
klassischen Theorie der Diffusion zur Brown- 
schen Bewegung geschlagen. In Fr. Noethers 
Abschnitt über stationäre elektromagnelische 
Felder findet sich ein Paragraph (von R. 
Fürth) über den »Durchgriff« in  Glülh- 
kathodenröhren und die Verteilung der Raum- 
ladung. Etwas gegen früher ganz Neues bietet 
A. Sommerfelds Artikel über elektromagne- 
tische Schwingungen. Viel von dem  wert- 
vollsten Material, das dieser große Meister der 
mathematischen Behandlung physikalischer Pro- 
bleme bisher nur in seinen Originalarbeiten 
niedergelegt oder in seinen Vorlesungen vorge- 
Iragen hat, ist hier zum ersten Male zusam- 
menfassend dargestellt. Wir heben besonders 
die Beugung an der Halbebene mittels ver- 
zweigter Lösungen der Schwingungsgleichung, 
den Skineffekt und Wechselstromwiderstand, 
die Ausbreitung der Wellen der «drahtlosen Tele- 
graphie hervor. In der Mechanik der Kontinua 
von E. Trefftz findet sich u. a. das Ver- 
fahren, nach welchem Ritz die Kigentöne 
elliptischer Membrane berechnet hat und das 
sich im Prinzip auch in anderen Fällen anwen- 
den läßt, in denen man die Aufgabe als Pro- 
blem der Variationsrechnung aussprechen kann. 
Und wie groß der Fortschritt in den letzten 
Jahrzehnten gewesen ist, das zeigt ganz beson- 
ders die Hydrodynamik, in welche sich Th. 
v. Kärmän, H. Faxen und C. W. Oseen 
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geteilt haben. Hier, wie schon bei der analy- 
tischen Mechanik, wird auch auf die Theorie 
des Ylugzeugs hingewiesen. 

Diese Beispiele allein geben einen Eindruck 
von der ungeheuren Fülle des Stoffes, den das 
Buch bewältigen mußte. Es meistert ihn aber 
vollkommen, nicht im Sinne eines llandbuchs, 
das Vollständigkeit anstrebt, sondern als Lehr- 
buch, das überall das wesentlichste bringt. Im 
übrigen schließt jeder größere Abschnitt mit 
dem Hinweis auf andere, «das betreffende Ge- 
biet vielleicht noch ausführlicher behandelnde 
Darstellungen. Wir wünschen dem Buch eine 
recht weite Verbreitung, nicht zum wenigsten 
unter der heranwachsenden Physiker-Genera- 
tion. Es vermag der Forschung sehr viel Segen 
zu spenden. 

Berlin, Dezember 1928. 


Professor A. EICHENWALD, Dipl.-Ing. 
Petersburg), Dr. phil. Nat. (Straßburg), Dr. 
Phys. (Moskau). Volesungen über Elek- 
Irizität. Mit 640 Abb. Julius Springer, Ber- 
lin 1928. VIII-- 6648. Preis 36M, geb. 37.50M. 

Kin Speziallehrbuch des großen Gebiets der 
“lektrizitätslehre, das vorwiegend auf den an- 
schaulich denkenden Physiker eingestellt ist. 
Die verwendeten Mittel der Darstellung sind 
elementar; so ist z.B. die Maxwellsche Theo- 
rie nur anhangsweise skizziert. Aber es gibt 
doch wohl zurzeit noch kein zweites Lehr- 
buch, das mit solcher Ausführlichkeit alle Er- 
scheinungen dieses Gebiets behandelt, bis zu 
den neuesten Forlschritten, die in der Atom- 
physik einerseits, in der Technik der elektro- 
magnelischen Wellen andererseits begründet 
sind. Als Benutzer des Buches kommen in 
erster Linie experimentelle Physiker, sowohl 
technischer als auch allgemeiner Richtung, so- 
wie Elektrotechniker in Betracht. Aber gerade 
auch für theoretische Physiker ist ein solches 
Werk, das bei aller Vollständigkeit doch nicht 
den Umfang eines Handbuchs hat, als Nach- 
schlagebuch kaum zu entbehren. Ein dauer- 
hafter Erfolg ist daher für dieses Buch, das 
aus der langjährigen Arbeit eines der besteu 
Kenner hervorgegangen ist, wohl zu erwarten. 

Breslau. F. Noether. 959 


WILHELM H. WESTPHAL, a. o. Professor 
der Physik an der Universität Berlin. Phy- 
sik. Ein Lehrbuch für Studierende an den 
Universitäten und Technischen Hochschulen. 
Mit 471 Abb. Julius Springer, Berlin 1928. 
XIV -- 5368. Preis 1SM, geb. 19,50M. 

Man kann zu dem im Titel gedachten Leser- 
kreis dieses Buches wohl hinzufügen: Vor- 
wiegend für die Studierenden, die Physik zu 
ihrem Hauptfach machen, sowohl als einfülı- 
rendes Lehrbuch, sowie auch als Begleiter zur 
I:rgänzung des Spezialstudiums in höheren Se- 
mestern. Denn das Buch enthält, dem Umfang 
nach, alle die Gebiete, die in experimentellen 
und theoretischen Vorlesungen behandelt zu 
werden pflegen. Die leichter gehaltenen an- 
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fänglichen Kapitel sind als Einführung geeig- 
net, wie auch noch die hauptsächlichen Teile 
der späteren Kapitel. Aber der Beser wird hier 
auch noch manches finden, was ihm, wenn 
einmal sein physikalisches und physikalisch- 
malhematisches Denken am Spezialstudium wei- 
lergereift ist, auch zur Orientierung über sol- 
che Fragen willkommen ist, die er nicht aus 
Spezialwerken studiert. 

Ein modernes »Lehrbuch« der Physik zu 
schreiben, das nicht den Umfang eines Hand- 
buchs annehmen soll, erscheint heute ungleich 
schwieriger, als noch vor etwa 20 Jahren. Denn 
die physikalische Entwicklung hat in dieser 
Zeit ein solches Tempo angenommen, und da- 
bei greifen die neuen Entdeckungen so sehr 
an das Grundgebäude der ganzen Naturauf- 
lassung, daß sie in einem Lehrbuch nicht 
fehlen dürfen. Andererseits ist auch noch nicht 
abzusehen, welche Vorstellungen aus der »klas- 
sischen« Physik vielleicht im künftigen physi- 
kalischen Unterricht entbehrlich werden. So- 
lange es noch geraten ist, den Unterricht nachı 
der historischen Entwicklung zu orientieren, 
muß der klassische Inhalt der Physik, wie er 
früheren Lehrbüchern eigen war, auch hier 
noch breitesten Raum haben. Solche Ueber- 
legungen machen es verständlich, daß der Ver- 
fasser, vielleicht mehr als sonst üblich, auch 
von theoretischen Hilfsmitteln, wenigstens refe- 
rierend, Gebrauch machen mußte, wie dies 
besonders in den Abschnitten über Elektri- 
zität und Magnetismus, und denen über die 
neuesten Gebiete (Quantentheorie und Relativi- 
tätstheorie) der Fall ist. 

Der Mut des Verfassers, im jetzigen Sta- 
dium der Physik ein übersichtliches Lehrbuch 
zu schreiben, ist jedenfalls zu begrüßen, und 
das Buch jedem zu empfehlen, der diesen 
Stand kennen lernen will, was ohne Mühe 
nicht zu erreichen ist. Ein abgeschlosseneres 
physikalisches Bild, wie es in früheren Lehr- 
büchern enthalten schien, ist in den nächsten 
Jahren noch nicht zu erwarten. 

Breslau. F. Noether. 959 


RICHARD v. MISES, Professor an der Uni- 
versität Berlin, Wahrscheinlichkeit, 
Statistik und Wahrheit. Schriften zur 
wissenschaftllichen Weltauffassung Bd. 3. Ver- 
lag von Julius Springer, Wien 1928. VII-- 1898. 
Preis 9,60 M. 

In diesem Buch entwickelt der Verf. seine 
bekannte Einstellung zur Grundlegung der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie und zwar in allgemeinver- 
ständlicher Weise, fast ohne jeden mathemati- 
schen Apparal, was sehr zu begrüßen ist — 
werden doch auf diese Art jene Gedauken 
hoffentlich bald in weitere Kreise dringen und 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung endlich die 
Stellung verschaffen, die ihr im System der 
mathematischen Naturerklärung gebührt. Die 
Eigenart der vom Verf. in seinen früheren 
mathematischen Publikationen schon weit- 
gehend durchgeführten Theorie besteht darin, 
daß sie mit der klassischen Definition der 
Wahrscheinlichkeit, die sich auf die Eintei- 
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lungsmöglichkeit von Versuchsergebnissen in 
‚gleichwahrscheinliche« Fälle stützt, radikal 
bricht und an ihre Stelle einen neuen Begriff 
setzt, den die früheren Bearbeiter des Gebie- 
tes wohl auch gelegentlich gestreift, aber nie 
klar herauspräpariert haben, geschweige, daß 
sie ihn zur Grundlage einer konsequenten 
Theorie gemacht hätten. Von Wahrscheinlich- 
keit kann nach v. Mises nur die Rede sein 
innerhalb einer unbegrenzt fortschreitenden. 
Versuchsreihe (Kollektiv), in der gewisse Merk- 
male an den Versuchsergebnissen wiederkeh- 
ren; die Wahrscheinlichkeit eines Merkmales 
ist der Limes seiner relaliven Häufigkeit. Seine 
Bedeutung erweist dieser Wahrscheinlichkeits- 
begriff dadurch, daß er eine malhematische 
Erforschung der sog. Massenerscheinungen eı- 
möglicht. Daß die alte Wahrscheinlichkeits- 
theorie dies nicht zu leisten vermag, liegt 
bei näherer Betrachtung auf der Hand und 
wird auch durch das Verhalten der früheren 
Autoren bestätigt. Denn wo sie die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf konkrete Probleme 
anwenden, gleiten sie unvermerkt in die Häu- 
figkeitsdefinition hinein (man denke nur z.B. 
an die Definition der Erlebenswahrscheinlich- 
keit in der Versicherungsmathematik). — Bei 
der neuen streng rationellen Wahrscheinlich- 
keitstheorie ist das meltaphysische Dunkel, 
das den Wahrscheinlichkeitsbegriff des täg- 
lichen Sprachgebrauchs und auch der älteren 
Theorie zu umhüllen pflegt, ausgeschaltet. Die 
Aufgabe einer mathematischen Wahrscheinlich- 
keitstheorie kann keine andere sein, als die 
jeder anderen mathematischen Theorie, nämlich 
aus Gegebenem etwas anderes zu berechnen, 
in diesem Falle: aus gegebenen Wahrschein- 
lichkeiten andere Wahrscheinlichkeilen zu be- 
rechnen. Woher man diese Ausgangswahr- 
scheinlichkeiten hat (eine Frage, die für die 
alte Wahrscheinlichkeitsrechnung angeblich 
durch den Begriff der apriorischen Wahr- 
scheinlichkeit beantwortet wurde), ist genau 
so belanglos, wie es bei der Integralion einer 
Differentialgleichung belanglos ist, wie die be- 
nutzten Anfangsbedingungen bestimmt worden 
sind. Es ist also z.B. ganz gleichgültig, ob 
beim Spielen mit einem Würfel jeder der Sei- 
ten die gleiche oder eine irgendwie beliebige 
Wahrscheinlichkeit zukommt. Daß man viel- 
leicht im ersten Fall den Würfel einen rich- 
tigen, im zweiten einen falschen nennen wird, 
berührt die Wahrscheinlichkeitsrechnung an 
sich nicht, sie hat nichts anderes zu tun, als 
aus den gegebenen Wahrscheinlichkeiten für 
die Zahlen 1 bis 6 z.B. zu berechnen, wie 
sroß die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten 
einer geraden Zahl ist. — In ganz neuem Licht 
erscheinen von diesem Standpunkt aus die Gc- 
setze der großen Zahlen, d.h. das Bernoulli- 
Poissonsche und das Bayessche Theorem, 
die in der alten Theorie eigentlich weiter 
nichts als rein arilhmetische Aussagen sind und 
vielfach zu falschen und verwirrenden Aus- 
deutungen Veranlassung gegeben haben, wäh- 
rend sie sich nun hier wirklich in das ver- 
wandeln, was man vernünftigerweise hinter 


ihnen suchen muß: echt wahrscheinlichkeits- 
theoretische Aussagen. — 

Wie die Wahrscheinlichkeitsrechnung in der 
Statistik richtig anzuwenden ist, wird an 
einer großen Zahl von Beispielen (und Gegen- 
beispielen) gezeigt. Speziell die Anwendung auf 
die Physik (Gastheorie, Brownsche Bewe- 
gung usw.) leitet zu dem mit dem dritten Wort 
des Buchtitels Wahrheit angedeuteten Yra- 
genkomplex über. Es zeigt sich, daß die Walır- 
scheinlichkeitstheorie dazu berufen ist, als 
gleichberechtigte Schwester neben die anderen 
mathematischen Theorien zu treten, die die 
Hilfsmittel beim Studium der sog. streng deter- 
minierten physikalischen Vorgänge bilden. Diese 
erschließen für ein einzelnes Geschehnis aus 
gewissen Anfangsbedingungen einen absolut ein- 
deutigen Verlauf. Es gibt aber Vorgänge, die 
sich dieser Betrachlungsweise und ihren Me- 
thoden nicht beugen, das sind solche, die sich 
unter den Begriff der Massenerscheinung brin- 
gen lassen, wie z.B. die Brownsche Bewe- 
gung. Bei ihnen setzt nun die Wahrschein- 
lichkeitstheorie in Form der Statistik ein, die 
Aussagen gänzlich anderen Kalibers liefert, 
als die deterministische Theorie innerhalb ihrer 
Domäne. Es wird hier nicht etwas über den 
Verlauf einer Erscheinung, sondern über den 
durchschnittlichen Verlauf sehr vieler Erschei- 
nungen ausgesagt. 

Jeder, der sich schon einmal mit den einer 
mathematischen Theorie geradezu unwürdigen 
Verschwommenheiten der üblichen Wahrschein- 
lichkeitsrechnung herumgeplagt hat, wird dem 
Verf. «Dank wissen, daß er in dieses vielumslrit- 
tene Gebiet Klarheit gebracht hat. Das Buch 
wird den neuen Ideen um so leichter Freunde 
werben, als es, aus Vorträgen hervorgegangen 
und den Charakter einer Vorlesung glücklich 
wahrend, pädagogisch vorzüglich aufgebaut und 
sehr angenehm lesbar ist. 


Stuttgart. (r. Doetsch. 957 


AEF Verhandlungen des Ausschusses für 
Einheiten und Formelgrößen in den Jahren 
1907 bis 1927. Herausgegeben im Auftrage des 
AEF von J. Wallot. Springer, Berlin 1928. 
48S. Preis 6M. 

Die recht dornenvolle, entsagungsreiche Ar- 
beit, die von den Mitgliedern des Ausschusses 
für Einheiten und Formelgrößen im Laufe von 
20 Jahren geleistet wurde, wird jetzt in einem 
Heft zusammengestellt, das dem Bedürfnis derer 
dienen soll, die von den Festsetzungen des Aus- 
schusses berufsmäßig Gebrauch zu machen 
haben. Es sind daher nicht die ganzen Ver- 
handlungen wiedergegeben, sondern nur deren 
Resultate, die festgesetzten Zeichen und Defi- 
nilionen, im Anschluß daran einige noch zur 
Behandlung stehende Entwürfe. 

Ueber das Ergebnis der Arbeit kann man, 
bei noch so viel gutem Willen zur Anerkennung 
der Schwierigkeiten der Aufgabe, leider nicht 
immer nur Gutes sagen. Ein Kapitel, das 
für unsere Zeitschrift ein ganz besonders wich- 
tiges ist, betrifft die Vektorschreibweise. Der 


AEF hat im Jahre 1926, wohl nach lang- 
wierigen Verhandlungen, sich zu der Klammer- 
methode entschlossen, die hauptsächlich vom 
geometrischen Standpunkt aus, namentlich von 
dem der Graßmannschen Ausdehnungslehre, 
sich empfiehlt. Für die Anwendungen in der 
Mechanik und in der Physik ist sie zu schwer- 
fällig und es besteht wohl kaum Aussicht da- 
für, daß sie sich in der Praxis durchsetzt). 

Der »Satz 9 über Masse und Gewicht von 
Oktober 1922 hat zu weitgehenden Beanstan- 
dungen in den letzten Jahren geführt und ist 
wohl auch inzwischen in seinem ganzen Um- 
fang zurückgezogen worden. Eine Bemerkung 
darüber findet sich in der Druckschrift noch 
nicht 2). 

Unter den Entwürfen liegen zwei vor, die 
die Mechanik betreffen, der eine über Arbeit 
und Energie, der andere über Dichte und 
»Wichte«. Das letztere Wort soll eine Verdeut- 
schung für spezifisches Gewicht sein. Ob sich 
diese, wie so manche andere vorgeschlagene 
Namensänderung wirklich empfiehlt, mag da- 
hingestellt bleiben. Sehr erfreulich ist es, daß 
eine Ueberzahl von neuen Einheiten und neuen 
Benennungen, die in einem früheren Stadium 
der Verhandlungen vorgeschlagen waren), jetzt 
aus dem Entwurf verschwunden sind. 

In dem Entwurf über Arbeit und Energie 
fällt der folgende Satz auf: »Geht ein System 
aus einem Zustand in einen andern über, so 
bezeichnet man als Abnahme seiner Ener- 
sie den in Arbeitseinheilen gemessenen Betrag 
aller Wirkungen, die bei diesem Uebergang 
außerhalb des Systems hervorgebracht wer- 
den.« Es scheint doch, daß dies keine Defi- 
nition, sondern eine Aussage des Energie- 
prinzips ist. Aber darauf läßt sich sicher 
vieles entgegnen und der Referent müßte wohl 
den kürzeren ziehen, wenn er all die Verhand- 
lungen, die daran anknüpfen können, durch- 
halten sollte. Mises. 947 


I) vergl. L. Prandtl, diese Zeitschr. Bd. 2 
(1922). S. 161 bis 1693. 

9) Vergl dieses Heft, S. 83. 

3) Vergl. diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), S. 74 
bis 78, 
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JULIUS BAUSCHINGER, Die Bahn- 
bestimmung der Himmelskörper. 
Zweite Auflage Mit 85 Figuren im Text. Wil- 
helm Engelmann, Leipzig 1928. XV -1-668 8. 
Preis geh. 55 M, geb. 59M. 

Die rechnende Astronomie ist der Ahnherr 
der angewandten Mathematik. Sie hat am 
frühesten Methoden mathematischer Art durch- 
gebildet, die auf die Erreichung praktischer 
Ziele gerichtet waren. Das vorliegende Buch 
ordnet sich ganz diesem Gesichtspunkt unter, 
indem es alle Hilfsmittel zur Bestimmung der 
Bahnen der Himmelskörper in möglichst kon- 
kreter Form bereitzustellen sucht, ohne auf 
die Erörterung theoretischer Fragen einzugehen. 
Es werden die Formeln der sphärischen Tri- 
sonometrie, die Elemente der Mechanik der 
Punkte und starren Körper, schließlich die 
der Kegelschnitte kurz abgeleitet. 
Daran schließen sich in ausführlicherer Dar- 
stellung die Methoden der Bahnbestimmung aus 
drei Beobachtungen und die sogenannten direk- 
ten Methoden. Die Bahnverbesserung mit den 
Hilfsmitteln der Ausgleichsrechnung nimmt den 
ihr gebührenden Platz ein. Der kurze Abriß 
einer praktischen Störungstheorie gibt Gelegen- 
heit zur Anwendung mechanischer Integration 
in der einfachsten Form. 

Wenn man aus den Erfahrungen der Astro- 
nomen Schlüsse für die Entwicklung anderer 
Teile der angewandten Mathematik ziehen will, 
so wird man vor allem erkennen müssen, daß 
sich auf die Dauer immer nur die einfach- 
sten Verfahren behaupten, daß diese aber, um 
wirklich brauchbar zu werden, eine sehr gründ- 
liche Durchbildung bis in die äußersten Einzel- 
heiten erfordern. Allerdings liegen die Pro- 
bleme der Astronomen insofern etwas anders 
als die der Technik, als sie durchaus einheit- 
licher Natur sind und im physikalischen Ansatz 
kaum noch Schwankungen oder Unsicherheiten 
unterliegen. 

Die Sorgfalt, mit der das Buch gearbeitet ist, 
kann als mustergültig bezeichnet werden. Es 
wird zweifellos den Fachleuten, für die es be- 
stimmt ist, große Dienste tun. Aber auch der 
Ingenieur, der sich in der angewandten Mathe- 
matik vertiefen will, wird vieles daraus lernen. 

Mises. 964 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Dir Ge-ellschaft ist als Mit- 
glied in den Deutschen Verband Technisch-Wis- 
senschaftlicher Vereine aufgenommen worden. 
Die Zahl der Mitglieder der Gesellschaft hat im 
Januar das vierte Hundert überschritten. 


Ortsgruppe Berlin. 

Am 14. Dezember 1928 sprach Hr. A. De- 
fant-Berlin über die Theorie der Meeresströ- 
mungen; er gab eine Uebersicht über die 
hydrodynamischen Ansätze, deren Folgerungen 
in erstaunlicher Weise mit den ozeanographi- 
schen Beobachtungen übereinstimmen. 


In einer von rund 70 Mitgliedern besuchten 
Versammlung hielt am 25. Januar Hr. N. 
Reißner-Berlin zwei Vorträge, die allseitig>s 
Interesse fanden. Der erste betraf die »Sta- 
bilität rolierender Wellen«, die mit dem An 
satz der kleinen Schwingungen unter Berück- 
sichtigung innerer Dämpfung behandelt wurde. 
Der zweite Vortrag »Ueber eine Frage aus der 
neueren Propeller-Theorie« gab eine exakte 
l.ösung für die Geschwindigkeitsverteilung in 
der Umgebung einer zwei- oder mehrblättrigen 
Schraube. 

Der am 13. Mai 1927 eingesetzte Ausschuß 
zur Bearbeitung des Normenblattes »Masse und 
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Gewicht« hat seine Tätigkeit abgeschlossen. 
Ein neuer Entwurf für das Normenblatt, der 
weitgehend den vom Ausschuß gulgeheißenen 
Anregungen des Dipl.-Ing. Melchior gerecht 
wird, ist vom AEF angenommen worden. Die 
wesentlichen Sätze des neuen Entwurfs lauten: 

»1. Die Fallbeschleunigung g ist die an einem 
Ort der Erde von einem auf ihr mitbewegten 
Beobachter im luftleeren Raume von der Ruhe 
aus feststellbare Beschleunigung des frei fal- 
lenden Körpers. 

Als Normalwert (normaler Mittelwert) 9 der 
l’allbeschleunigung soll die Beschleunigung 
0.80665 m/s? gelten. 

2. Das Gewicht G eines Körpers an einem 
Ort der Erde ist die Kraft, mit der der au 
diesem Ort ruhende Körper im luftleeren Raum 
auf seine Unterlage drückt. 

Das Gewicht ändert sich proportional der 
l’allbeschleunigung. 

Als Normalgewicht G eines Körpers soll 
das Gewicht an denjenigen Orten, wo die Nor- 
malbeschleunigung g herrscht, gelten. 

3. Die Last eines Körpers ist die Kraft, 
die der ruhende Körper im lufterfüllten Raume 
auf seine Unterlage ausübt. Die Last ist gleich 
dem Gewicht vermindert um den Betrag des 
Luftauftriebes. 

4. Das Sichtgewicht eines Körpers ist der 
bei einer Wägung im Jlufterfüllten Raum un- 
mittelbar abgesehene Nennwert der Gewichts- 
stücke. Das Sichtgewicht ist wie die Last, 
wenn auch in anderer Weise, mit der Dichte 
der Luft veränderlich. 

5. Die Masse m eines Körpers ist eine von 
Ort und Zeit unabhängige, dem Körper eigen- 
tümliche Größe. 


Als Maß seiner Trägheit oder seines Wider- 
standes gegen Beschleunigung ist die Masse 
sleich dem Quotienten der auf den Körper wir- 
kenden Kraft durch die von ihr erzeugte Be- 
schleunigung. also z.B. gleich dem Gewicht 
des Körpers geteilt durch die Fallbeschleuni- 
sung bezogen auf den gleichen Ort. 


Gn 


g An 

Anm.: Zwischen Gewicht, Normalgewicht, 
Last und Sichtgewicht braucht scharf nur 
unterschieden zu werden, soweit es die Genauig- 
keit erfordert; der bisherige allgemeine Ge- 
brauch des Wortes »Gewicht« kann unverän- 
dert bleiben.« 

Am.22. Februar 1929 spricht ılr. W. Cauer- 
Göttingen über »Theorie und Praxis der Wech- 
selstromschaltungen«. 


Prager Mitglieder. 
IIvr. K. Körner-Prag sprach am 21. Ja- 
nuar über »Geschwindigkeitsverteilung in zylin- 
drischen Rohren«. 


Internationaler Aktuarier-Kongreß. Der 
Schwedische Aktuarverein versendet Einladun- 


sen zum 9. Internationalen Aktuar-Kongreß, 
der vom 16. bis 20. Juni 1930 in Stockholm 


lagen wird. Der Kongreß soll sich vorzugs- 
weise mit sieben Sonderfragen aus dem Gebiet 
des Versicherungswesens befassen, die in einem 
ausführlichen M®morandum mitgeteilt und er- 
läutert werden. Von den Fragen sei beispiels- 
halber die folgende angeführt: 

»Sind für die Praxis der Lebensversicherung 
aus theoretischen Untersuchungen des mathe- 
malischen Risikos und ähnlicher Probleme 
wirkliche Vorteile zu erwarten? Sind die ge- 
wöhnlichen Methoden der Rückversicherung 
und der Bildung von Sicherheitsreserven un- 
zureichend zur Elimination der unangenehmen 
Einwirkung der Sterblichkeitsschwankung?« 


Internationaler Ingenieurkongreß in 
Tokio. Für Oktober/November 1929 lädt die 
Vereinigung der Technischen Gesellschaften 
Japans »Kogakkei« zu einem Welt-Ingenieur- 
kongreß in Tokio ein. Das Programm umfaßt 
in größter Reichhaltigkeit alle Teile der Inge- 
nieurwissenschaften einschließlich Erziehungs- 
und Organisationsfragen. Ausdrücklich genannt 
werden unter den 23 Punkten des Programms 
als Nr. 2: »Festigkeitslehre, Thermodynamik, 
Hydraulik, Elektrizität und Magnetismus und 
weitere wissenschaftliche Forschungsgebiete«. 
Anmeldungen und Manuskripte der Vorträge 
sind bis zum 1. April an das Büro des Kon- 
gresses: Nihon Kogyo Club Bldg., Marunouchi, 
Tokyo, Japan, zu senden. Als Verhandlungs- 
sprache ist nur japanisch und englisch vorge- 
sehen, 


Persönliches. Am 10. Januar starb in Karls- 
ruhe der emer. ‘0. Prof. d. Mechanik. a. d. 
Technischen Hochschule, Geh. H.-R. Dr. Karl 
Heun. Seine Verdienste um die Technische 
Mechanik werden wir noch ausführlich wür- 
digen. 


Der Privatdozent der Mechanik an der Univer- 
sität Göttingen, Hr. Dr. M. Schuler ist zum 
a.o. Prof. ernannt worden. 


Der nicht beamtete a.o.Prof. a.d. Universi- 
tät Königsberg, Hr. Dr. Kaluza ist zum 
o.Prof. d. Mathematik an der Universität Kiel 
ernannt worden. 


Hr. ProfDr.R.Rüdenberg von der Tech- 
nischen Hochschule Charlottenburg hält auf 
Einladung des Massachusetts-Institute eine Reihe 
von Gastvorlesungen über neuere Forschungs- 
gebiete der Elektrotechnik in Cambridge, Mass. 


Hr. Dr. A. Huber-Wien ist zum a.o. Prof. 
für Mathematik und theoretische Physik an der 
Universität Freiburg (Schweiz) ernannt worden. 


Am 3.Januar starb in Zürich der emer. 0. 
Prof. für Wasserkraftmaschinen Dr. F.Prasil 
Eine Würdigung seiner Verdienste soll dem- 
nächst hier erscheinen. 

Am 3.Februar feierte unter Anteilnahme 


weiltester Kreise Prof. Dr. Dr. h.e. Junkers 
in Dessau seinen siebzigsten Geburtstag. 
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ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Zur Ermittlung der theoretischen Leistung 
von Turbomaschinen. Unter dieser Ueber- 
schrift bringt Herr B. Meisel!) aus Char- 
kow eine kleine Mitteilung, in der er eine 
der Grundlagen der Rechnungen von Spann- 
hake und Sörensen anzweifell, während 
in demselben Heft eine Erweiterung dieser 
Rechnungen von mir?) erschienen ist. Aus 
diesem Grunde sei mir folgende Bemerkung 
gestattet: 

Der von Herrn Meisel angezweifelte Mo- 
mentensatz stellt eine Analogie zu dem Kutta- 
Joukowskyschen Auftriebssatz dar und gilt 
genau wie dieser nicht allgemein, sondern nur 
unter gewissen bekannten Beschränkungen. Um 
den Kutta-Joukowskyschen Satz in der 
üblichen Weise anwenden zu können, muß man 
verlangen, daß der einfache oder zusammen- 
gesetzte Körper sich allein in einer Parallel- 
strömung befindet. Nur dann kann man den 
Impulssatz an einer Kontrollfläche, die sehr 
weit vom Körper entfernt ist, ansetzen und 
bekommt das einfache Ergebnis. Sowie aber 
andere Körper in der Nähe sind, z. B. bei 
einem Tragflügel in der Nähe des Erdbodens. 
gilt der Kutta-Joukowskysche Satz nicht 
mehr in der einfachen Form, weil Kräfte zwi- 
schen den verschiedenen Körpern auftreten. 
Sein Analogson für rotierende Bewegung hat die 
Voraussetzung, daß sich ein Schaufelstern zwi- 
schen Rotationsflächen befindet und keine 
weiteren störenden Körper vorhanden sind. 
Dann kann man auch hier, da an den Ro- 
tationsflächen keine Momente übertragen wer- 
den können, die Kontrollquerschnitte so weil 
von dem Schaufelstern entfernt wählen, daß 
alle Ungleichmäßigkeiten verschwunden sind, 
so daß die Mittelwertsbildung fortfällt. Bringt 
man aber ein Leitrad in die Nähe des Schaufel- 
sterns, so gilt der Momentensatz in der ein- 
lachen Form nicht mehr, und man muß tat- 
sächlich den Impulsmomentensatz, wie ihn 
Meisel hinschreibt, an einer der Schaufel 
nahen Kontrollfläche auswerten. 

Die Verwendung des Momentensatzes in den 
Rechnungen von Spannhake, Sörensen, 
Schulz und mir stellt auch noch nicht einmal 
eine unnölige Einschränkung der Rechnung dar, 
weil bei der Bestimmung der Zirkulation und 
der übrigen Strömungen bereits angenommen 

) B. Meisel, diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), 
S. 419. 

?), A. Busemann, diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), 
S. 372. 


war, daß sich der rotierende Schaufelstern 
allein in der Ebene befindet. Es war daher 
nur ein punktförmiger Leitapparat?) in der 
Nähe der Quelle mit der Rechnung verträglich. 


Götlingen. A. Busemann. 


Erwiderung. Im Falle, daß gleichzeitig 

1. die Flüssigkeit reibungsfrei ist. 

2. sie vom Quellpunkt ausströmt (der Quell- 
punkt mit dem Drehpunkt zusammen- 
fällt), 

3. keine Eintritts- und Austrittsleiträder vor- 
handen sind, oder das Eintrittsleitrad bei 
Abwesenheit des Austrittisleitrades punkt- 
förmig ist und mit dem Quellpunkt zu- 
sammenfällt, 

dann folgt aus der in meiner Mitteilung er- 
wähnten allgemeinen Gleichung 


. 
(2) (1) 
die Gleichung (R>», 


L= (’ (CuCn)R — (Cu Cn)g dh) 
g 


(R) (2) 
zZ lg d«. Cn)g dlg — u, (Cu dlı 
g 
(2) (1) 
y 
+ ( u dh — dh) 
q g 
(1) (5) 


oder, da auf den Umfängen R und po die Ge- 
schwindigkeitskomponenten c„r und Kkon- 
stant sind, 


2ng 2ng 

So erhalten wir die Föttingersche Glei- 
chung. Daher bin ich völlig mit Herrn Buse- 
mann darin einverstanden, daß die Verwen- 
dung der Föttingerschen Gleichung in den 
Untersuchungen von Spannhake, Sörensen, 
Schulz und Busemann keine Einschränkung 
der Rechnung darstellt, da die erwähnten Be- 
dingungen in den von ihnen eingeführten Fäl- 
len zu Recht bestehen. 

Dagesen muß man in allgemeinen Fällen 
die in meiner Mitteilung erwähnte allgemeine 
Gleichung (1) anwenden. 


Charkow. B. Meisel. 95la 


3) Siehe die Fußnote 2 S. 372 meiner Arbeit. 


(Redaktionsschluß 9. Februar 1929.) 
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